Diese Notizen sind Teil der Vorlesung “Gewohnliche Differentialgleichungen und Dynamische Sys-
teme” an der JKU Linz, WS 2017/18. Sie behandeln die Hamiltonsche Mechanik.

1 Voriibung: Volums-erhaltende Vektorfelder in der Ebene

Wie lassen sich Bewegungen von Korpern erklaren bzw. mathematisch beschreiben? In den drei
Newtonschen Axiomen

e cin Korper, auf den keine duleren Kréfte einwirken, verharrt in Ruhe oder in gleichférmiger
Bewegung;

e Kraft ist Masse mal Beschleunigung;
e zu jeder Kraft gibt es eine Gegenkraft

wird festgestellt, dafl es keinen Sinn hat, eine Erklarung fiir die Geschwindigkeit (1.Ableitung)
von Korpern zu suchen. Dagegen unterliegt die Beschleunigung (2.Ableitung) Gesetzen, die einer
mathematischen Beschreibung zugénglich sind.

In der Hamilton-Mechanik ist der Phasenraum eines oder mehrerer Teilchen immer von gerad-
zahliger Dimension: zu jeder Ortskoordinate gibt es eine Geschwindigkeitskoordinate. Die Bewe-
gung wird dann beschrieben durch ein Vektorfeld auf dem Phasenraum, d.h. eine Differential-
gleichung erster Ordnung. (Allgemein haben wir gesehen, dass Systeme von beliebiger Ordung
auf Systeme erster Ordnung zuriickgefiihrt werden kénnen mit Hilfe der Verwendung zuséatzlicher
Variablen.)

Das neue Element in der Hamilton-Mechanik (in Relation zu den Newton-schen Axiomen) ist die
fundamentale Bedeutung von Erhaltungsgrofien. Darunter versteht man Funktionen vom Phasen-
raum in die reellen Zahlen, die entlang jeder Bahn konstant sind, oder equivalent dazu: deren
vektorielle Ableitung identisch Null ist.

Bemerkung 1.1. Viele Besonderheiten von dynamischen Systemen sind unvertraglich mit der Ex-
istenz von Erhaltungsgréfien: in der Nahe von Quellen, Senken, oder asymptotisch stabilen Zyklen
muf} jede Erhaltungsgrofie notwendigerweise lokal konstant sein (und damit uninteressant). Die
erwahnten Besonderheiten sind sogar strukturell stabil — das heifit, sie bleiben erhalten wenn das
Vektorfeld geringfiigig gestort wird; trotzdem treten sie in der Hamilton-Mechanik niemals auf, wie
wir noch sehen werden. Dafiir werden andere Besonderheiten dynamischer Systeme, ndmlich Zen-
tren und homokline Orbits, die durch kleine Stérungen verloren gehen, in der Hamilton-Mechanik
strukturell stabil.

Der Apparat ist nicht gerade leicht zugénglich, drum wird in diesem Abschnitt ein Spezialfall
diskutiert, der weniger an Voraussetzunen bendtigt, namlich Volums-erhaltende Vektorfelder in
der Ebene.

Im folgenden sei U C R? offen und F : U — R?, (x,y) — (Fi(z,y), Fa(z,y)) ein stetig differenzer-
bares Vektorfeld.

Definition 1.2. Die Divergenz von F' isi definiert als die Funktion

OF; O

. . 2 or
div(F): U = R*, (z,y) — 5 (z,y) + 9y (z,y).

Definition 1.3. Essei ¢ : D C R x U — U der Flufl von F. Das Vektorfeld F' heifit volumser-
haltend wenn fiir alle mebaren Teilmengen K C U und fiir alle ¢y € R soda$ [0, 9] x K € D gilt,
daB K und ¢(tg, K) = {¢(tg,z) | x € K} das gleiche Volumen haben.

Der folgende Satz wird spéter bewiesen (mit starken Hilfsmitteln, von denen wir die meisten ohne
Beweis diskutieren werden).

Satz 1.1. F ist genau dann volumenserhaltend wenn div(F) = 0 ist.



Beispiel 1.2. Die Divergenz des linearen Vektorfelds
(z,y) — (ax + by, cx + dy), a,b,c,d €R

ist gleich der Konstante a + d. Die Eigenwerte der Jacobi-matrix sind dann ++ad — bc. Egal
ob sie reell oder komplex sind, sie konnen nicht beide positiven oder beide negativen Realteil
haben. Wir sehen, daf es (zumindest im linearen Fall) keine hyperbolischen Quellen oder Senken
geben kann. Sattelpunkte treten auf und sind strukturell stabil. Der zweite Fall, der unter kleinen
Storungen der Matrix — unter Beibehaltung der Bedingung a + d = 0 auftritt, ist der Fall von
zwei konjugiert komplexen Eigenwerten auf der imagindren Achse. Hier ist der Nullpunkt ein
so genanntes Zentrum: ein stabiler, aber nicht asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkte, der
umgeben ist von lauter Zyklen.

Wir werden gleich sehen, dafl dieses qualitative Verhalten auch fiir nichtlineare volunserhaltende
Vektorfelder in der Ebene typisch ist.

Satz 1.3. Es sei F : U — R? wvolumserhaltend. Dann existiert eine nicht konstante stetig dif-
ferenzierbare Funktion H : U — R?, sodaf} Op(H) = 0 ist.

Beweis. Wir setzen an

z Yy
H(z,y) :=—/ Fz(u,O)du+/ Fy(z,v)dv.
0 0

Dann gilt fiir alle (z,y) € U

oH, Y OR, - v OF,
%(x,y)— Fy(z,0) + ; %(;v,v)dv_ Fy(,0) oy

—Fs(2,0) = (Fa(2,y) = F(2,0)) = —Fz(z,y),

0H
Ty(‘ray) = Fl(mvy)

(z,v)dv =

und daher
8F<H)(xay) = —FQ(LU,y)F1<.'IJ,y) + Fl(x7y)F2<x7y) =0.

Wir merken uns aus dem Beweis, dass das Vektorfeld F' aus H zuriickgewonnen werden kann:

Fa) = (G =G @)

Die Losungen von F' bewegen sich auf den Niveau-Linien von H. Wenn pg ein lokales Maximum
oder Minimum ist, dann sind die Niveau-Linien in einer kleinen Umgebung geschlossene Kurven,
und wir erhalten Zyklen. Wenn man eine Funktion mit zwei lokalen Maxima hat, dann liegt
dazwischen ein Sattelpunkte, und die Niveau-Linie in der Hohe des Sattelpunktes besteht aus einer
8-Schleife mit Kreuzungspunkt im Sattelpunkt. Die beiden Schleifen sind homokline Orbits. Wenn
die Funktion H geringfiigig gestort wird, bleibt das qualitative Verhalten gleich: wir bekommen
immer noch einen Sattelpunkt mit zwei homoklinen Orbits.

Das gleiche Verhalten zeigt auch ein schwingendes Pendel. Der Phasenraum ist zweidimensional,
parametrisiert durch die Auslenkung und die Geschwindigkeit. Es gibt zwei Gleichgewichtspunkte,
beide mit Geschwindigkeit 0. Der Pendeltiefpunkt ist ein stabiles Zentrum, kleine Abweichungen
geben kleine und langsame Schwingungen. Der Pendelhochpunkt ist ein Sattelpunkt. Das Gle-
ichgewicht ist instabil, und die Bahnen in der Nahe schwingen zum Tiefpunkt und wieder zurtck.
Es gibt genau zwei Bahnen, die im Grenzwert genau den Sattelpunkt erreichen, ndmlich wenn das
Energieniveau genau dazu reichen wiirde, bei Geschwindigkeit Null den Hochpunkt zu erreichen.

ﬁbung 1.4. Es sei F : U — R? ein Vektorfeld mit einem asymptotisch stabilen Zykel Z. Man
zeige, daf} jede Erhaltungsgrofie g : U — R lokal in einer Umgebung von Z konstant ist.



2 Differentialformen

In der Voriibung haben wir gesehen, wie man fiir eine gegebene Funktion H : U — R ein Vektorfeld
konstruiert, fiir welches H eine Erhaltungsgrofie ist. Und zwar im Fall n = 2. Wie 143t sich diese
Konstruktion fiir beliebige gerade Zahlen verallgemeinern?

Bemerkung 2.1. Eine allgemeine Konstruktion eines Vektorfelds aus einer Funktion ist der Gra-
dient. Dieses Feld erfiillt aber leider gerade nicht die gewiinschte Eigenschaft: die Vektorableitung
entlang des Gradienten ist immer positiv auler bei Equilibrien.

Zur Verallgemeinerung bendtigen wir ein neues Konzept, das der Differentialformen. Dazu mufl n
nicht unbedingt gerade sein.

Definition 2.2. Es sei U C R" offen, k € N, 0 < k < n. Eine Differentialform k-ter Ordung oder
k-Form ist eine stetig differenzierbare Abbildung U — R(V).

Wir schreiben die Komponenten einer k-form als Koeffizienten von symbolischen Ausdriicken der
Form dxq A--- Adxy, wobei x1, ...,z Variablen sind und die Verkniipfung A antikommutativ ist,
also dx A dy = —dy A dzx erfiillt fiir beliebige Variablen x,y. Daher ist auch dx A dz = 0 und die
Anzahl der Koeffizientenfunktionen einer k-Form ist (Z)

Die Menge aller k-Formen auf U wird mit Q¥(U) bezeichnet.

Beispiel 2.1. Es sei U = R%. Alle 1-Formen die Gestalt f(x,y)dx + g(x,y)dy. Alle 2-Formen
haben die Gestalt h(x,y)dx A dy.

Differentialformen sind dazu erfunden worden, integriert zu werden. Fiir die 1-Form f(z,y)dz +
g(z,y)dy im Beispiel oben und fiir jede Kurve C : [0,1] — R?, ¢+ (X (¢), Y (t)) ist das Kurvenin-
tegral definiert als

/Cf(fﬂvy)d“g(w)dy:/o f(X(t)7Y(t))d)§t(t)dt+/o g(X(t),Y(t))%it)dt.

Der Wert des Kurvenintegrals bleibt unverdndert, wenn man die Kurve umparametrisiert.

Ubung 2.3. Es sei  die 1-Form ydz — zdy in Q'(R2). Man berechne Jon fir die Kurve C' :
[0,1] — R2, t > (t2,¢°), wobei a,b > 0 Parameter sind.

Die positiven n-Formen (von maximaler Ordnung) nennt man auch Volumsformen. Wenn 7 eine
Volumsform ist, dann ist die Zuordnung K + | 7 ein Volumsmaf. Die Integrale von 2-Formen
sind definiert auf Flachenstiicken mit Orientierung. Solche Flachenintegrale werden zum Beispiel
dazu verwendet, um zu berechnen, welche Fliissigkeitsmenge in eine gegebenen Zeit durch eine
gegebene Querschnittsflache fliefit.

Eine triviale Variante des Integrals hat man bei den 0-Formen, das heifit Funktionen nach R. Das
Integral ist fiir Punkte definiert, und es ist einfach die Auswertung beim Punkt.

Bemerkung 2.4. Vektorfelder auf U und 1-Formen auf U haben die gleiche “Implementierung”,
beide sind stetig diffenzierbare Funktionen U — R". Trotzdem will man die zwei Dinge unterschei-
den (indem man zu jeder Funktion dazusagt, ob das jetzt ein Vektorfeld oder eine 1-Form ist). Die
Unterscheidung ist sinnvoll/notwendig, weil Vektorfelder und 1-Formen verschiedene Operationen
erlauben und verschiedene Eigenschaften haben.

e Vektorfelder bestimmen einen Flufl und eine Differentialgleichung, 1-Formen nicht.

e Ein Vektorfeld ordnet jeder differenzierbaren Funktion U — R eine andere Funktion zu,
namlich die vektorielle Ableitung. 1-Formen hingegen orden jeder differenzierbaren Kurve
[0,1] — R eine Zahl zu, das Kurvenintegral.

e Vektorfelder und 1-Formen verhalten sich anders unter Koordinatentransformationen.



Tatséchlich sind 1-Formen oder iiberhaupt k-Formen leichter zu tranbformleren als Vektorfelder:
man setzt ein, ersetzt df (z1, ..., z,) durch die Gradientenform 8—d:171 +- + Of g, und beachte
beim Ausmultlphzleren des Hackprodukts die Antikommutativitit (fiir 1- Formen ist nicht einmal
das notwendig). Zum Beispiel ist die Transformation der Volumsform dx A dy in Polarkoordinaten

d(rcos¢) Ad(rsing) = (cos¢ dr — rsing de) A (sing dr + rcos ¢ do) =
cos psin ¢ dr A dr + r(cos ¢)2dr A dp — r(sin ¢)?do A dr — r? cos psin ¢ dé A dp =
r((cos ¢)? + (sin)?) dr Adp = r dr A d.

Sie erinnern sich an Ubungszettel 7 und 9: um Vektorfelder zu transformieren, muf man nach
dem Einsetzen und Umformen auch noch ein Gleichungssystem losen (oder eine Jacobi-Matrix
invertieren).

Differentialformen kann man nicht nur beziiglich Korrdinatentransformationen (Isomorphismen)
transformieren: das Einsetzen und Ausmultiplizieren geht genauso wenn man nur eine Abbil-
dung f : U — V hat; U und V miissen dabei nicht einmal die selbe Dimension haben. Die

Riicktransformation von n € QF(V) nach f ergibt eine k-Form f*n € QF(U) (oder 0 wenn
k> dimU ist). In jedem Fall gilt die allgemeine Substitutionsformel

/f(K)n—/Kf*n

fiir k-dimensionale Flachenstiicke in V. Zur Berechnung eines Integrals einer k-form auf einer
k-dimensionalen Fliche kann man eine Parametrisierung p : U — K mit U C R* nehmen und
dann die riicktransformierte k-Form auf U integrieren.

I"Jbung 2.5. Man berechne das Kurvenintegral von Ubung 2.3 durch Riicktransformation der
1-Form ydx — zdy entlang der Parametrisierung C : [0, 1] — R?, t s (%, ¢%).

Definition 2.6. Die duflere Ableitung d : QF(U) — QFFL(U) ist definiert durch die folgenden
Rechenregeln:

o df =

= 83c f day + - 8‘1’; dx,, fir f € QOU);

o d(f dxy N+ - ANdag) =df ANdzy A -+ Ndxy,

o d(m +m2) =dn + dns.
Eine Differentialform 1 € Q*(U) heiit geschlossen, wenn dn = 0 ist.

Zweimalige duflere Ableitung gibt immer 0. Daher is jede Differentialform der Form d~y geschlossen.
Fiir U = R™ oder die fiir das Kugelinnere U = {z | < €} gilt auch die Umkehrung: jede
geschlossene Form kann also Ableitung geschrieben werden.

Wie man aus der Definition sieht, ist der Gradient einer Funktion kein Vektorfeld, sondern eine
1-Form. Oder besser gesagt, es macht mehr Sinn, den Gradient als 1-Form zu verstehen. Die
folgende Ubung soll das verdeutlichen.

Ubung 2.7. Das lineare Vektorfeld (z,y) = (a12 + b1y, asx + bay) ist ein Gradientenfeld, wenn
as = by ist. Man zeige, daf} eine lineare Koordinatentransformation enes linearen Gradientenfeldes
nicht immer ein Gradientenfeld ist.

Wann ist eine 1-Form (a1x + b1y)dx + (asx + bay)dy geschlossen? Man zeige, dafl jede lineare
Koordinatentransformation einer geschlossenen linearen 1-Form wieder geschlossen ist.

Neben dem Gradient lassen sich auch die Operatoren div und curl als Spezialfalle der &ufleren
Ableitung interpretieren.

o Essei F': (x1,...,2pn) = (Fi(z1,...,2n),..., Fo(21,...,2,)) ein Vektorfeld. Wir schreiben
das Vektorfeld rein formal um als (n — 1)-Form 7 := Fi(z1,...,z,)dxa A -+ A dzy, —
Fy(z1,...,xn)dxy A - Nday, — -+ £ Fp(xy, ..., 20)dzy A -+ A dep—q. Dann ist dyp =
div(F)dzy A -+ A day,.



e Die duere Ableitung der 1-Form 7 := Fidx; + Fydxs + Fzdrs in Q' (R?) ist die 2-Form

_ (0Fy, 0P 0F3; 0OF, OF;, OF3
dn = <3x1 — axg) dxq N dxo + (8@ - (’9303) dxo A dxs + (8393 — 5‘x1> drs N dxq.

Man vergleiche mit der Formel fiir die Rotation (curl) eines Vektorfelds im R3.

Der néchste Satz (allgemeine Stokes’sche Integralformel) wird in dieser Vorlesung nicht verwendet,
ich méchte ihn aber trotzdem (ohne Beweis) erwihnen, weil es eben der wichtigste Satz tiber die
auflere Ableitung ist.

Satz 2.2. Es sein € QF und K ein k + 1-dimensionales Flichenstiick mit Rand OK. Dann gilt

o= o
0K K

e ik = 1. Das Kurvenintegral des Gradienten von f ist die Differenz der Auswertung der
Funktion an den Endpunkten der Kurve.

Hier die wichtigsten Spezialfille.

e k=2 n =3 (GauBscher Integralsatz): das Integral der Divergenz von F' iiber eines dreidi-
mensionalen Bereich K ist das Oberflachenintegral von F' entlang des Randes.

e k=1,n = 3(Satz von Stokes): das Kurvenintegral eines Vektorfelds entlang einer geschlosse-
nen Kurve ist gleich dem Flachenintegral der Rotation iiber ein einem Flachenstiick, das von
dieser Kurve begrenzt wird.

Definition 2.8. Fiir k-Formen n € Q*(U) und Vektorfelder F : U — R™ ist die Verkiirzung ir(n)
definiert als eine k — 1-Form durch folgende Rechenregeln.

o ipy,...my(dei Ao Ndxy, ) = Fy deg, \- - -Adag, — Fiydag, A - -Adxg, + -2 F dog ANy,

e ip(fm+mn2) = fir(m)+ir(ne) fiir alle f : U — R, das heifit die Verkiirzung ist linear iiber
dem Ring der Funktionen.

Um die Verkiirzung zu berechnen, mufl man nichts ableiten, nur multiplizieren und addieren.

ﬁbung 2.9. Die Verkiirzung einer Differentialform verhélt sich gutartig bei Koordinatentrans-
formationen: Es sei F': U — R” ein Vektorfeld. Es sei 7 : V' — U ein Isomorphismus. Es sei und
F :V — R" das transformierte Vektorfeld. Es sei n € QF(U). Dann ist i z(7*(n)) = 7*(ir(n)).
Man zeige dies fiir den Falln =1 und k = 1.

Wir haben bereist die vektorielle Ableitung einer Funktion besprochen. Auch fiir Differentialfor-
men ist die vektorielle Ableitung definiert.

Definition 2.10. Es sei F' : U — R"™ ein Vektorfeld mit Flul ¢ : (D C R x U) — U. Fiir jede
k-Form 7 ist die vektorielle Ableitung definiert durch

O () = lim P21,

t—0
wobel ¢y(z) := ¢(t, x) ist.
Proposition 2.3. Fir Vektorfelder F : U — R™ und k-Formen n gilt die Formel
Op(n) = d(ir(n)) + ir(dn).

Ubung 2.11. Man zeige, daff die Formel fiir 0-Formen stimms.



Wir kénnen nun den Beweis von Satz 1.1 nachtragen: ein Vektorfeld F' : U — R"™ ist volum-
serhaltend, wenn die vektorielle Ableitung der konstanten Volumsform verschwindet: Op(dz; A
-+ Adzx,) = 0. Nach Proposition 2.3 ist das equivalent zu d(ip(dzy A --- A dxy,)) = 0 (der
zweite Summand in der Formel verschwindet, weil die &ulere Ableitung einer k-Form 0 ist). Wenn
F=(F,...,F,) ist, dann ist

ip(dzi A Aden) = Fidea A+ Adey — Fadzy A+ Ady — -+ % Fpdzy A+ Adan_i
und daher
F F,
d(ip(dzy N+ Ndxy)) = (gl++g )dzl/\~~/\d:cndiv(F)d:cl/\~~~/\dxn;
X1 Tn

und diese Form ist genau dann 0 wenn div(F) = 0 ist.

3 Hamilton-Mechanik

Zur Erinnerung: die Hamilton-Mechanik beruht auf Erhaltungsgrofien. Im 2-dimensionalen Fall
ist es gelungen, zu einer gegebenen Funktion nach R ein Vektorfeld zu konstruieren, sodafl die
die vektorielle Ableitung der Funktion verschwindet. Wir haben dazu das Konzept des Vol-
umens verwendet, welches durch eine Volumsform bestimmt ist. Im Riickblick mit der Brille
der Differentialformen kann man sagen, dafl wir aus jedem h : U — R zuerst das Differential
dH = %—de + %—dey € QY(U) genommen haben und dann das Vektorfeld H so bestimmt haben,
dal iy (dz A dy) = dh gilt. Daraus folgt dann

O (h) = im(dh) +d(in(h)) = in(in(dz A dy)) =0,

wenn man berticksichtigt, dafl iz o iy = 0 ist.

Ubung 3.1. Man zeige, dass fiir alle Vektorfelder F, G und fiir jede k-Form 7 gilt: ip(iq(n)) =
—ig(ip(n)). Daraus folgt ip(irp(n)) = 0.

Ein nochmaliger Blick sagt uns, dafi die Rechnung fiir beliebige Dimension aufgehen sollte, nur
mufl man statt der Volumsform eine 2-Form nehmen. Statt der Positivitat fordern wir die folgende
Eigenschaft.

Definition 3.2. Eine 2-Form w € Q2(U) heifit symplektisch, wenn sie geschlossen ist und wenn
die Abbildung i : Vect(U) — QY(U), F — ir(w) bijektiv ist. Dabei ist Vect(U) die Menge aller
Vektorfelder auf U.

Es sei w = >, wjjdz; A dr;. Dann ist die Abbildung F' — ip(w) genau dann bijektiv wenn
fir alle p € U die schiefsymmetrische Matrix M, := (w;;(p));; invertierbar ist; dabei setzen wir
wi; = —wj; fir j > 4. Die Koeffizienten der Form i, ((F') sind ndmlich genau die Koordinaten von
—M,(F).

In der Hamilton-Mechanik ist der Phasenraum eine offene Menge U C R"™ mit einer symplektischen
Form w. Die zeitliche Entwicklung wird durch eine Vektorfeld der Form i~ (dh) beschrieben. Die
Erhaltungsgrofie b heiBt Hamilton- Funktion, und das dazugehorige Vektorfeld H := i~%(dh) heifit
Hamilton-Vektorfeld. i~ ist eine Abkiirzung fiir (i) .

Was ist aus der Newton-schen Forderung, daf§ n gerade sein muf}, geworden?

Proposition 3.1. Schiefsymmetrische invertierbare Matrizen (und daher symplektische Formen)
existieren nur in gerader Dimension.

Beweis. Wenn S eine schiefsymmetrische n x n-Matrix ist, dann ist det(S) = det(—ST)
(=1)" det(.S). Fiir ungerade n folgt det(S) = 0.

oo



Bemerkung 3.3. Was ist der Sinn der Forderung, dafl w geschlossen sein muf3? Es sei h eine
Hamilton-Funktion mit Hamilton-Vektorfeld H. Dann ist

8H(w) = iH(dw) + d(zH(w)) = z'H(dw) + d(dh)) = iH(dw).

Wenn w geschlossen ist, dann folgt 0y (w) = 0, und das ist schon wiinschenswert (und zwar fiir
jedes Hamilton-Vektorfeld H). Wére dem nicht so, dann wiirde der Flul die symplektische Form
verandern.

Beispiel 3.2 (Standard-Form). Es sei n = 2m. Wir bezeichnen die Koordinaten des R™ mit
DPls-eesPmsq1s---,qm. Dann ist

w= Zm:dpi A dg;
i—1

symplektisch. Die Matrix M, ist die Blockmatrix ( IO _ém
invertierbare Matrix, die es man sich vorstellen kann). Fiir die Hamilton-Funktion h : R — R

erhalten wir das Hamilton-Vektorfeld

() <ah oh  oh oh )
) ==, .., ., —— | .
oq1 Iqgm’~ Op1 Opm

(die einfachste schiefsymmetrische

Beispiel 3.3 (Teilchen in Potentialfeld). Wir betrachten ein Teilchen mit Masse 1 in R?, das sich in
einem Kraftfeld bewegt. Die Kraft ist minus der Gradient einer Potentialfunktion u : R? — R. Wir
bezeichnen die Ortskoordinaten mit q1, ¢2, ¢s und die Geschwindigkeitskoordinaten mit p1, ps, ps.
Die symplektische Form ist die Standard-Form. Die potentielle Energie ist u(qi, ¢2,¢3) und die
kinetische Energie ist 3(p} + p3 + p3). Die Hamilton-Funktion ist die Gesamtenergie

1
h(pis...,q3) = 5(19% +p5 +p3) + ulqr, 42, 3)-
Die Bewegungsgleichungen sind
, Oh ou , Oh
pi = — = — 5 ql = =
9q; 9q; Ip;

Di, i=1,...,3.

Wenn man die Geschwindigkeitsfunktionen in der zweiten Gleichung in die erste Gleichung einsetzt,

ergeben sich die Newton-schen Bewegungsgleichungen ¢’ = —(%‘i, i1=1,...,3.

Bei der Untersuchung von struktureller Stabilitdt von Hamilton-Systemen nimmt man an, dafl
die symplektische Form die Standard-Form ist, und stért nur die Hamilton-Funktion und nicht
die symplektische Form (so wie wir es auch schon im 2-dimensionalen Fall gemacht haben). Die
Rechtfertigung fiir ein solches Vorgehen ist der folgende Satz.

Satz 3.4 (Darboux). Fir jede symplektische Form und fir jeden Punkt xq € U existiert eine
Umgebung V' wvon xy und eine lokale Koordinaten-Transformation W — V| die die gegebene Form
in die Standard-Form transformiert. transformiert.

Zusatz: Wenn zusdtzlich ein Hamilton-Funktion h : U — R gegeben ist, deren Gradient in x nicht
Null ist, dann kann man die Koordinatentransformation so wahlen, dafi h die erste Koordinaten-
funktion ist.

Bemerkung 3.4. Man reduziert also lokal auf den Fall w ist die Standardform und h = p;. Die
Bewegungsgleichungen lassen sich sofort 16sen: p1,...,Pm, g2, ., ¢m sind konstant, und ¢ (¢) =
t + c. Man vergleiche mit dem ersten Newton-schen Gesetz.

Zum Beweis bendtigen wir ein letzte Definition, die Poisson-Klammer {,} : Q°(U) x Q°(U) —
Q%U). Man kann sie auf mehrere Arten definieren. Es seien f,g : U — R, F := i~“(f),
G :=1i"“(g). Dann ist

{f,9} = 0c(f) = =0r(9) = ir(ic(w)) = —ig(ir(v)).



Aus der Definition folgt, dafl sich die Wert einer Funktion entlang einer Bewegungsbahn wie seine
Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion dndert. Insbesondere gilt das fiir die Koordinaten-
funktionen p1, ..., gm:

p'/z = {pluh}7 q; = {qi7h}7 1= 1)"'7m'
Diese Formulierung spielt eine Rolle in der Quantenmechanik.

Eigenschaften der Poisson-Klammer. Es seien f,g,h: U — R, c € R.
Linearitat {f,cg+ h}=c{f, g} +{f, h}

Antikommutativitit {f,g} = —{g, f}

Leibniz-Regel {f,gh} = g{f,h} + h{f, g}

Jacobi-Identitét {f,{g,h}} + {g.{h, f}} + {h.{f.9}} =0

Vektorielle Ableitung Es sei F':=i"“(f),G :=i"%(9),[F,G] =i “({f, g}).
Dann ist Or 0 dg — dg © O = Jjr,q

Standard-Darstellung Wenn w die Standard-Form ist, dannist {f, g} =", (g{{ glf_ - %%)'
Wenn {f, g} konstant ist, dann ist kommutieren die beiden Vektorfelder: dF 0 dg = g 0 dp. Dann
kommutieren auch die beiden Flussabbildungen x — ¢p(t, 2) und « — ¢g(s,x) fir alle s,t € R.

Beweis von Satz 3.4. . Induktion nach m. Fiir m = 1 nehmen wir eine beliebige stetig differen-
zierbare Funktion h : U — R, die bei z( nicht stationér ist (also H(zo) # 0). Es sei Y C U eine
Gerade durch zq, die H transversal schneidet. Wir definieren auf einer geeigneten Umgebung V'
von xg die Funktion f : V — R als “Ankunftszeit in Y”, also so dass ¢y (f(z),z) € Y gilt fiir
alle x € V. Dann ist dg(f) = 1, und daher w = df A dh; in den Koordinaten (f,h) ist w die
Standard-Form.

Es sei m > 1. Wir wahlen wieder eine stetig differenzierbare Funktion h : U — R, die bei xg
nicht stationir ist, und eine Hyperebene Y C U durch zg, die H := i~ (h) transversal schneidet.
Wir deinieren f wieder als “Ankunftszeit in Y”. Dann ist 9y (f) = 1. Die erste und die (m + 1)-
te Koordinatenfunktion haben wir dann schon. Auflerdem gilt, dass die Vektorfelder H und
F :=i7“(f) vertauschbar sind, weil {f, h} = 0 ist.

Wir wéahlen einen (n — 2)-dimensionalen Unterraum Z € U durch zg, der beide Vektorfelder
transversal schneidet. In einer Umgebung V von zy kann man jeden Punkt durch die Fliisse
F und H zu einem eindeutig bestimmten Punkt in Z steuern. Damit kann man eine stetig
differenzierbare Projektionsabbldung 7 : V' — Z definieren, sodal w(z) = z fiir alle z € U ist.
Die Einschrankung w |z ist eine symplektische Form auf Z, die Einschrankung von geschlossenen
Formen ist namlich immer geschlossen. (Streng genommen miifiten wir auch noch zeigen, dass die
Matrix der eingeschrankten Form nicht-degeneriert sein, das ist aber nicht sehr iiberraschend und
wir sparen es uns.) Nach Induktionsvoraussetzung gibt Koordinatenfunktionen wua, ..., Up, V2, ..., Uy :
Z — R, sodass w |z= 2212 du; N dv; ist. Wir definieren die Koordinatenfunktionen

pri=f, q:=h, p,i=7"(u;) =ujomq :=7"(v;) =vsom, i=2,...,m.
Dann gilt {p;, f} = 0r(p;) = 0 und {p;,h} = Ou(p; = 0, weil p; entlang den Fliissen von F' und

H konstant ist; analog {g;, f} = {¢:;,h} = 0. Auf dem Unterraum Z ist auch {p;,¢q;} = d;; fiir
1,7 = 2,...,m. Die vektorielle Ableitung von {p;,¢;} nach F ist aber nach der Jacobi-Identitét

gleich
und analog fiir die vektorielle Ableitung nach H. Daher ist {p;,¢;} = 0 auf ganz V. Das bedeutet,

dass w im Koordinatensystem py, ..., g, die Standard-Form ist.
Der Zusatz folgt daraus, dal man am Beginn der Induktion A beliebig wahlen kann, wenn nur der
Gradient bei xg nicht verschwindet. O



In der Literatur zur Hamilton-Mechanik findet man kaum Beispiele, bei denen die symplektische
Form nicht die Standard-Form ist. Das folgende Beispiel zeigt aber, dass man das auch tibertreiben
kann.

Beispiel 3.5 (Magnetfeld). Wir betrachten ein elektrisch geladendes Teilchen mit Masse 1, das
sich in einem Magnetfeld M : (q1,q2,q3) = (M1(...), Ma(...), M3(...)) bewegt. Wir nehmen die
Geschwindigkeitskoordinaten vy, v, v3 noch dazu und wollen dann auf die Bewegungsgleichungen

q'=v, (p)=M@q) xp

kommen. Dazu wahlen wir die Form

w=p1 Aq1 +p2ANg2+p3Ags — Mi(§)dga A dgs — Ma(q)dgs A dgi — M3(q)dgr A dga,

d.h. die Standard-Form minus die Verkiirzung der 3-Form dg; A dgs A dgs mit dem Vektorfeld M

sowie die Hamilton-Funktion )

h(@,3) = (7| 9.

Is B
ist, fiir die AV = M(q x ¢ ist. Das Hanilton-Vectorfeld H = ¢~“(h) definiert dann genau die
Bewegungsgleichungen oben.

Um die symplektische Form auf Standard-Form zu bringen, lassen wir die Ortskoordinaten un-
verandert und ersetzen die Geschwindigkeitskoordinaten v; durch Impulskoordinaten p; := v; +n;,
1 =1,2,3. Wir setzen der Einfachheit halber M = (0,0, 1). In den neuen Koordinaten ist

Die Inverse von (—M,,) ist dann die 6 x 6 Blockmatrix (O 13), wobei A die 3 x 3-Matrix

w =dp; ANd(p1 —n1) + dps A d(p2 — n2) + dps A d(ps — ng) — dgi Adgs =

dp1 A dgy + dp2 A dgs + dps A dgs
—dq1 N dgs — dny A dgr — dns A dgs — dng A dgs,

das heifit der Term in der letzte Zeile soll Null werden. Durch Draufschauen lassen sich zwei
Moglichkeiten erraten, nénlich (nq,ng,n3) = (0,—¢1,0) oder (n1,ng,n3) = (¢2,0,0).

Der Summand 7 wird in der Literatur “magnetischer Impuls” genannt. Wie das Beispiel oben
zeigt, hangt dieser magnetische Impuls nicht nur vom Magnetfeld ab, sondern auch von der Art,
wir man auf Standard-Form transformieren will. Wenn man sich allerdings damit abfindet, dass
die symplektische Form eben manchmal auch anders sein kann, braucht man den magnetischen
Impuls gar nicht.

Ein Vorlesungsteilnehmer stellte die sehr berechtigte Frage: Woher kommt die symplektische
Struktur? Wie berechnet man sie? Hier ein Versuch, die erste Frage zu beantworten (auf Fragen
nach dem Wesen von Dingen gibt es oft keine eindeutige Antwort): Die symplektische Struktur ist
einfach ein naturgegebener Teil des Phasenraums, an den wir nicht so gewohnt sind. Wir sind schon
eher gewohnt an die Struktur des Volumens, der ja auch durch eine Differentialform beschrieben
wird. Zur zweiten Frage, wie man sie berechnet: die symplektische Struktur bestimmt: man
will auf jeden Fall haben, dass das Vektorfeld P, das den Ort linear in eine bestimmte Richtung
verschiebt und den Impuls unveréndert lasst, zur Impuls-Funktion in die diese Richtung gehort.
Dadurch sind schon 3/4 der Eintrége von M, eindeutig festgelegt. Es bleibt noch die Bestimmung
des restlichen Viertels, das von einem Magnetfeld abhéngen kann; im Beispiel oben wurde diese
Viertel so gewéhlt, dass die Ablenkung der Geschwindigkeit in durch das Magnetfeld einflief3t.
Wenn man weiss, dass bestimmte Transformationen den Phasenraumes die physikalischen Gesetze
unverdndert lassen,



4 Der geodatische Fluss

Die Bewegung eines Teilchens mit Masse 1 in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit im Raum (was
immer das ist, z.B. eine Fliche im R?®) erfolgt nach den Gesetzen der Hamilton-Mechanik auf
“geodatischen Kurven”, das heifit solche, die die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten
sind, die nahe genug zueinander sind. Auf der Kugel sind die geodatischen Kurven genau die
Groflkreise. Die geodatischen Kurven auf Ellipsoiden lassen sicn nur numerisch berechnen und
zeigen chaotisches Verhalten. Ein degenerierter Fall tritt auf, wenn man das Ellipsoid immer
flacher macht, sodass man im Grenzwert eine Flache bekommt, die aus zwei zusammengeklebten
Inneren von der gleichen Ellipse besteht. Im Grenzfall sind die geodétischen Kurven Geraden im
Innern der Ellipse, die, sobald sie en Rand erreichen, an der Tangente gespiegelt werden, sodass
sie wieder ins Innere weitergehen, aber auf der Riickseite. Mit anderen Worten, es ist die Bahn
einer Billardkugel auf einem Tisch, der die Form einer Ellipse hat. Auch diese stiickweise geraden
Linien zeigen chaotisches Verhalten.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen fiir diese geodéitische Bewegung aufstellen. Es seien
m < M zwei natiirliche Zahlen, U C R™ offen, und « : U — RM eine differenzierbare Abbildung,
deren Jacobi-Matrix Rang m in jedem Punkt hat. Dann (und nur dann) ist das Bild «(U)
eine m-dimensional “Mannigfaltigkeit” im R™. Wir bezeichnen die Koordinaten in U mit ¢ =
(q1,- -+ Gm)- Der Geschwindigkeitsvektor im Parameter-Raum U ist ¢’. Fiur die kinetische Energie
ist die Geschwindigkeit im R interessant: Sie ist J(¢)q’, wobei J(§) die Jacobi-Matrix von «
sei; eine m x M-Matrix von Rang m. Nach Newton sind die Geschwindigkeiten Teil des Systems,
wir fithren also zusétzliche Koordinatenfunktionen ¢, ..., ¢, ein, sodafl die Geschwindigkeit dem
Vektor (; entspricht. Die Hamilton-Funktion ist die kinetische Energie

b= S U@F1 @0 = 5@ A@D,

wobei A(q) := J(§)T J(g) ist. Diese ist eine m x m-Matrix von Rang m, also invertierbar.

Bemerkung 4.1. In einer fritheren Version und auch in der Vorlesung habe ich die Funktionen
g; : U — R einfach mit ¢ bezeichnet; fiir ein Teilchen mit Bahn ¢ — ¢;(¢) entsprechen sie auch den
Ableitungen der Ortsfunktionen in Abhéngigkeit von ¢. Damit verliert man aber das Recht, den
Strich als Differentialoperator von Funktionen von R irgendwohin zu gebrauchen, und das ist auch
nicht gut. Darum fiihren wir neue Funktionssymbole ein, die den Geschwindigkeiten entsprechen.
Noch einmal: die ¢; und ¢; sind Funktionen des Phasenraums, man stelle sie sich als messbare
Eigenschaften des Teilchens vor.

Bemerkung 4.2. Im folgenden werden wir die Ortskoordinaten ¢; durch Impulskoordinaten p;
ersetzen, also eine Koordnatentransformation durchfiihren. Durch die neuen Koordinaten wird
allerdings auch die Bedeutung der Notation fiir die partielle Ableitung gedndert. Die folgende
Ubung soll das verdeutlichen.

I"Jbung 4.3. Es sei U C R?, f,u,v: U — R differenzierbars, wobei (u,v) ein Koordiatensystem
bilden (damit ist gemeint, die Funktion (x,y) — (u(z,y),v(z,y)) ist ein Isomorphimus). Man

berechne g—f : U — R in folgenden Fallen.

a) f(z,y) = 22 + %, ulz,y) = 2, 0(z,y) =
b) fz,y) =2 + 32, u(z,y) =z +y,v(z,y) =y

c) fl@,y) =z, u(z,y) =2 +y* v(z,y) =y
Um die symplektische Standard-Form zu bekommen, definieren wir den Impuls als p':= A((j)(f und
ersetzen die Geschwindigkeitskoordinaten durch Impulskoordinaten vermittels (; = A(Q)~p. Es
ergibt sich
" |
W a) = 54 @F | B
und die Bewegungsgleichungen sind

G = 5 =A@ )+ AT @ [P = (A7 @F ) = (@R ()
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wobei e; der i-te Einheitsvektor ist; sowie

#,__Bh__l 8A*1(q*)_ '
Pl = AT pi|lpi)- (2)

Die Gleichung (1) ist natiirlich equivalent zu ¢ = A~1({)p, genau die Identitiit die wir zur Definition
des Impulses verwendet haben.

Beispiel 4.1 (Doppelpendel). Ein Teilchen A mit Masse 1 ist an einem Stab der Linge mit dem
Nullpunkt O in R? verbunden. Ein zweites Teilchen B, ebenfalls mit Masse 1, ist an einem Stab
der Lange mit Teilchen A verbunden. Wir berechnen die Bewegungsgleichung als geodatischen
Fluss einer Fliche im R*.

Die Parameter ¢; und ¢ seien die Winkel der Einheitsvektoren OA und AB. Die Punkt A4 in
der Ebene hat dann Koordinaten (cos(q¢i),sin(g1)), und der Punkt B hat Koordinaten (cos(q1) +
cos(gz2),sin(q1) + sin(gz)). Die Geschwindigkeiten sind fiir Punkt A gleich ¢} (— sin(q1), cos(q1))
und fiir B gleich ¢} (—sin(q1),co0s(q1)) + ¢4(—sin(ga), cos(q2)). Die gesamte kinetische Energie
berechnet sich aus

o=t (it v ()1 (i) + @)

= 247 + 5 + 2412 cos(q1 — q2)-

Das entspricht der Lénge des Geschwindigkeitsvektors der Parametrisierung

a:R* 5 R (q1,¢2) — (cos(qr),sin(q1), cos(q1) + cos(gz), sin(q1) + sin(gz)).

Fiir die symmetrische Matrix A und ihre Inverse haben wir

A— 2 cos(qr — q2)\ 4-1 _ L 1 — cos(q1 — q2)
cos(q1 — q2) 1 ’ 2 —cos?(q1 — q2) \—cos(q1 — q2) 2 '

Die Bewegungsgleichungen erhélt man durch Einsetzen in die Gleichungen (1) und (2).

Will man die Gleichungen eines Doppelpendels unter dem Einflu8 der Schwerkraft bzw. eines
Potentialfeldes untersuchen, dann muss man nur einen Term fiir die potentielle Energie zu h ad-
dieren. Das Doppelpendel unter dem Einfluss der Schwerkraft zeigt iibrigens chaotisches Verhalten:
siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum#/media/File:Trajektorie_eines_
Doppelpendels.gif.

ﬂ'bung 4.4. Die drei Teilchen A, B, C haben Masse 1 und bewegen sich ohne Einfluss von dufleren
Kréften. Teilchen A ist mit den beiden anderen Teilchen jeweils durch einen Stab der Lénge 1 ver-
bunden. Man stelle die Bewegungsgleichung auf (geodétische Bewegung auf einer 4-dimensionalen
Mannigfaltigkeit im RS).

Der grofie Vorteil der Hamilton-Mechnik ist nicht unbedingt eine leichtere Losbarkeit der Be-
wegungsgleichungen (hier ist manchmal die direkte Newton-Methode einfacher), sondern dass es
erleichtert wird, Erhaltungsgréfien zu finden. Eine Erhaltungsgréfle fiir das Hamilton-Vektorfeld
H = i~%(h) ist eine Funktion f mit {f, h} = 0.

Im Beispiel 4.1 gilt offensichtlich h(p1,p2,q1,92) = h(p1,p2,q1 + t,q2 + t), d.-h. die Hamilton-
Funktion ist invariant unter dem Vektorfeld (0,0,1,1) = i~“(d(p; + p2)). Das bedeutet, dass die
Funktion p; +p2 eine Erhaltungsgrofie ist: der Gesamt-Drehimpuls. Zusammen mit der Hamilton-
Funktion hat man hier schon 2 unabhéngige Erhaltungsgrofien.

Definition 4.5. Es sei U C R?*™ und w € Q?(U) eine symplektische Form. Ein Hamilton-
Vektorfeld H = i7“(h) heiit vollstindig integrabel, wenn m Funktionen fi,..., f,, existieren,
sodafl

e die Gradienten dfy, ..., df,, linear unabhéngig sind;
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e die Funktionen Erhaltungsgrofien sind, d.h. {f;,h} =0 firi=1,...,m;
e die Poisson-Klammern {f;, f;} alle gleich 0 sind fiir 4,5 =1,...,m.

Lokal gibt es wegen dem Satz von Darboux (erweiterte Version) fiir jeden Punkt xz¢ mit H(zg) #
0 eine Umgebung, auf der h vollstindig integrabel ist. Im Fall m = 1 hat man vollstandige
Integrabilitat auf der offenen Menge aller Punkte, die keine Equilibrien sind (warum?).

Bemerkung 4.6. Wenn f : U — R eine Erhaltungsgrofie ist, dann ist auch f? eine Erhal-
tungsgrofe. Diese Erkenntnis bringt aber nichts fiir die Integrabilitit, weil der Gradient von f2
in jedem Punkt ein Vielfaches vom Gradient von f ist.

I"Jbung 4.7. Man zeige, dafl die Hamilton-Funktion in Beispiel (4.1) vollsténdig integrabel ist auf
der offenen Menge p? + p3 # 0.

Man kann zeigen, dafl es keine m+ 1 Funktionen mit linear unabhéngigen Gradienten geben kann,
deren Poisson-Klammer paarweise Null ist.

Sei H = i=“(h) eine vollsténig integrables Hamilton-Vektorfeld. In dieser Situation kann man
den Fluss topologisch recht gut beschreiben. Es sei ¢ : U — R™ die Abbildung (f1,..., fm). Da
die f; alle erhalten bleiben, bewegen sich die Fliisse in den Urbildern von Punkten von ¢ (auch
bezeichnet als “Fasern” von ¢). Man kann mit Methoden der Differentialgeometrie zeigen, dafl
diese Fasern immer Dimension m haben.

Es sei nun Y C U eine solche Faser und yo € Y. Es seien Fy := i “(f1),..., Fy = i79(fm).
Dann ist die mehrdimensionale Fluss-Abbildung

pSDCRm %K(tl,...,tm) 4)¢F1(t1,¢p2(t1,...,¢Fm(tm,y0)...))

lokal invertierbar, weil die Jacobi-Determinante eine Matrix ist, in deren Spalten die Vektorfelder
Fi, ..., F)y; stehen, und die sind linear unabhéngig. Es sei Z € D die Menge aller Punkte u, fir
die p(u) = yo ist. Aus der uns bekannten Eigenschaft des Flusses ¢(s, ¢(t,x)) = ¢(s + t,2) und
aus der Vertauschbarkeit der Fliisse folgt, dass p(u1) = p(ug) < uy — ug € Z gilt. AuBerdem ist
Z ein N-Modul: die Summe bzw. Differenz zweier Elemente in Z liegt wieder in Z. Das Bild, das
sich daraus ergibt, ist die Parametrisierung eines Zylinders oder Torus.

Die Fliisse von Fi, ..., F}, sind im Parameter-Raum D linear. Die Hamilton-Funktion h héngt nur
von den Werten von fi,..., f;, ab, also ist der Gradient eine Linearkombination der Gradienten
der f;, und der Fluss von H ist im Parameterraum ebenfalls linear. Die Bahnen in U sind dann
Bilder von Geraden unter den Torus- oder Zylinder-Parametrisierungen. Sie konnen periodisch
sein, aber auch dicht im Torus liegen.

Beispiel 4.2. Wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden, wird das Pendel auf einer Kugel im
Schwerefeld durch ein vollstéandig integrables Vektorfeld beschrieben. Die Bahnen — Bilder von Ger-

aden im Torus, manchnal perodisch, aber meistens dicht mit einer gewissen Regelméafigkeit — kann

man sich gut vorstellen, wenn man einen schweren Gegenstand an einem diinnen Faden anbindet

und anstupst. Oder man sieht sich die Animation http://www.ialms.net/sim/3d-pendulum-simulation/
an (am besten Show trajectory aktivieren).

5 Der Drehimpuls

Wir betrachten ein Teilchen mit Masse 1, das sich in der Ebene R? in einem Potentialfeld be-
wegt; und zwar so, dass das Potential nur von der Entfernung vom Mittelpunlt abhéngt. Wir
beschreiben die Bewegung in Polarkordinaten g¢,,gs. Die kinetische Energie berechnen wir wie
beim geodétischen Fluss. Die Jacobi-Matrix der Abbildung (g, gs) — (¢r cos(¢s), gr sin(gy)) ist
7o (COS(%) -r Sin(%))_

sin(gs) 7 cos(qy)

=3 () ) () ) -3 (@) G -
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1 0
0 ¢?

T

wobei A = JTJ = < > ist. Um die Standard-Form zu erhalten, definieren wir die Impulsko-

ordinaten durch Multiplikation des Geschwindigkeitsvektors mit A: p, := ¢, und py := ¢2¢4. Die
potentielle Energie ist u(g,). Die Hamilton-Funktion ist daher
2 29
4y +4rq
h(pr,pg, ars4p) =k +u = % + u(gr).
Nachdem die Hamilton-Funktion nicht von g4 abhéngt, ist {h,ps} = —% = 0, das heifit py ist
eine Erhaltungsgrofie: der Drehimpuls in der Ebene. Das dazugehorige Vektorfeld

Py:U =R (pr, g, ar, qp) = (0,1,0,0)

beschreibt die Rotation um den Nullpunkt. Im obigen Beispiel bleiben sowohl die symplektische
Form als auch die Hamilton-Funktion durch Rotation um den Nullpunkt erhalten, die Rotation
ist also eine Symmetrie und der Drehimpuls ist die entsprechende Erhaltungsgrofle.

Wir wollen den Drehimpuls von 3-dimensionalen Beweugungen beschreiben und auf die Berech-
nung der Bewegung eines starren Korpers ohne Einfluss von &usseren Kraften anwenden. Wir
nehmen an, dass der Schwerpunkt unbewegt ist, also die Bewegung durch eine Funktion von der
Zeit in die spezielle orthogonale Gruppe SO(3). Das ist eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Fiir die Parametrisierung gibt es verschiedene Mdglichleiten (Euler-Koordinaten, gyroskopisch,
Exponential-Abbildung). Keine davon ist ganz einfach, aber fiir unsere Rechnung ist die genaue
Wahl der Koordinaten nicht wichtig. Jedenfalls haven wir eine differenzierbare Parametrisierung,
die jedem Tripel (q1, g2, q3) eine Matrix R(q1,q2,q3) zuordnet mit RT R = I3. Die Jacobi-Matrix

sei J(q). Fiir ¢ € R? ist J() - § eine 3 x 3-Matrix R(q, ¢), weil auch die Funktion R matrix-wertig

ist. Sie héngt linear von § ab.

Es sei U(7,q) := R™Y(Q)R(7,q). Diese Matrix ist schiefsymmetrisch (Beweis Ubung?). Sie kann
daher als Linearkombination der drei Matrizen

00 0 0 0 1 0 -1 0
L=|0o0 —-1|,,=[0 o0 o],.=[1 0 o0
01 0 100 0 0 0

— — =

geschrieben werden, mit Koeffizienten x(q, ), y(q, ¢), 2(q, ¢). Der starre Korper besteht aus Punk-
ten an den Stellen a1, ...,ay € R mit Massen my,..., my. Die kinetische Energie ist

N ; ; N T
- A i— Rai Rai i a; U Uaz-
nd) = SicutBa | Ray S (0| UTUay)

2 2

Diesen Ausdruck konnen wir als w schreiben, mit einer 3 x 3-Matrix O, die nur von
den m; und den a; abhangt. Man nennt diese Matrix den Tragheitstensor des starren Korpers.
Die skalaren Funktionen x,y, z hdngen ja von q",(; an, und in (; sind sie linear. (Man nennt den
Vektor (z,y, z) auch die Winkelgeschwindigkeit.) Daher ist h(g,§) von der Form %(A(cj)q'"\q_} Mit
anderen Worten, wir haben es wieder einmal mit einem geodéatischen Fluss zu tun.

Die Metrik, die durch h auf SO(3) definiert wird, hat eine besondere Eigenschaft: sie ist in-
variant unter Multiplikationen von speziellen orthogonalen Matrizen von links. Wenn man die
Parametrisierung R : R3 — SO(3) mit der Linksmultiplikation A\g : X ~ SX verkniipft, indern
sich die Langen von Kurven nicht, weil sich schon bei der Berechnung von U das S herauskiirzt
(also, die Koordinatenfunktionen z,y,z : U — R sind schon linksinvariant). Es sei seien L.,
L,, und L, die Vektorfelder, deren Fliisse die Multiplikation mit e'’=, e*fv, e/~ von links sind.
Dann sind diese Vektorfelder wieder Symmetrieen. Die entsprechenden Funktionen sind dann
Erhaltungsgrossen [;,1,,l, : U — R. Und die vektorwertige Funktion (l;,{,,.) nennen wir den
Drehimpuls.

Bemerkung 5.1. Die Metrik A ist im allgemeinen nicht rechtsinvariant, ausser wenn das Tragheitsmoment
ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.
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All das hilft uns allerdings erst dann weiter, wenn wir wissen, wie man den Drehimpuls als Funktion
von ¢ und ¢ berechnen kann. Ein allgemeiner Satz iiber geodétische Fliisse auf Gruppen hilft hier
weiter.

Satz 5.1. Es sei G eine Gruppe der Dimension m. Es sei V. € R™ und R : V — G eine
differenzierbare Parametrisierung. Fs sei U ;= V xR™ der Hamilton-Phasenraum. Es seih : U —

R, (7,q) — (¢ | A(@)q) eine linksinvariante Metrik. Es sei By die Jacobi-Matriz der Multiplikation
mit R(q) von rechts. Dann ist die vektorwertige Funktion

L:U—R"™,(3.q) = A@B} R d)
eine vektorwertige Erhaltungsgrafe.

Anstatt eines Beweises schauen wir uns ein Beispiel an, bei dem man die Behauptung des Satzes
leichter iiberpriifen kann.

Beispiel 5.2. Es sei G = R* xR mit Gruppenmultiplikation (mi.m2)(q1, g2) := (m1g1, m1ga+mo).

Hier ist G C R? und wir kénnen die Identitéit als Parametrisierung nehmen.

2, .2

q7+45
2

Als Metrik wéhlen wir h(q1, g2, 41, ¢2) = . Die Multiplikation von links mit (mq,ms) schligt

sich im Phasenraum so nieder: (q1,q2,q1,¢2) — (m1q1, m1g2 + ma, m1¢1, mi1g2). Wegen
(m1d1)? + (m1ge)? _ it + ¢
(m1qy)? a

ist die Metrik linksinvariant.
Die Multiplikation von rechts ist eine lineare Abbildung, also ist sie gleich ihrer Jacobi-Matrix:

B(q) = (Zl g) Wir erhalten daher fiir den “Drehimpuls”
2

11 + g2G2 QQ)

1
li,l2) = = (q1d1 + q242, G2 (
( ) ) q%( ) ) q% ’q%

Um die Poisson-Klammern mit h zu berechnen, transformieren wir in Impulskoordinaten p; =
1 — g2
o P2 20,2 2

lh = p1q1 + p2qz2, lo = p2, h = qi(p7 +p3)
und finden {h,1;} = {h,lo} = 0, in Ubereinstimmung mit der Behauptung des Satzes.
Fiir fixen Drehimpuls (1, l3) erhalten wir ein Vektorfeld in V', das man mit dem script vector.py
visualisieren kann. Man sieht, dass die geodéatischen Kreise mit Mittelpunkt auf der go-Achse sind.
Kann man das auch mathematisch begriinden (ohne die Differntialgleichung zu 16sen)?

Bemerkung 5.2. Die Koordinaten des Drehimpulses erzeugen einen m-dimensionalen Vektor-
raum, der abgeschlossen ist unter der Poisson-Klammer. Zum Beispiel gilt im Beispiel oben:

{l1,la} = 1s.

Zuriick zu unserem starren Kérper im R?, also G = SO(3). Hier erhalten wir einen Drehimpuls mit
3 Koordinaten. In der Animation http://www.ialms.net/sim/3d-rigid-body-simulation/
kann man verschiedene Dinge anzeigen lassen.

e Die Metrik wird dargestellt durch ein Ellipsoid. Sie dreht sich mit dem Holzblock mit.
Allgemein sind die Dinge, die sich mit dem Holzblock mitdrehen, links-invariant, und die
Dinge die fest bleiben rechtsinvariant.

e Der Drehimpuls ist rechtsinvariant und bleibt fix.

e Die Winkelgeschwindigkeit im fixen Koordinatemsystem (rechtsinvariant) hat ein konstantes
Skalarprodukt mit dem Drehimpuls (Resultat ist 2h). Daher bewegt sich die Winkelgeschwindigkeit
in einer Ebene normal zum Drehimpuls. Die Ebene bleibt fix.
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e Der Koordinaten des Drehimpulses im sich mitdrehenden Koordinatensystem sind nicht kon-
stant, aber der Koordinatenwechsel erhalt die Lange. Im sich mitdrehenden Koordinaten-
system ist aber der Drehimpuls gleich © mal der Winkelgeschwindigkeit, also bewegt sich
die Winkelgeschwindigkeit auf einem Ellipsoid, die sich mitdreht (es ist das gleiche Ellipsoid,
das schon oben erwéhnt ist).

e Die Koordinaten der Winkelgeschwindigkeit folgen einer geschlossenen Kurve auf dem Ellip-
soid.

Die Erklérung fiir den letzen Punkt ist die folgende: Fiir die Koordinaten w, der Winkelgschwindigkeit
im sich mitdrehenden Koordinatensystem haben wir zwei quadratische Gleichungen, deren Null-
stellen Ellipsoide sind. Eines ist die schon oben erwéhnte (Qw,, Ow,) = constant. Die zweite ist
(wr, Ow,.) = 2h = constant. Die geschlossene Kurve ist der Schnittpunkt der beiden Ellipsoide.

Die Teilmenge des Phasenraums, bei denen alle vier Erhaltungsgrossen konstant sind, ist im all-
gemeinen eine algebraische Fliche, die man also Teilmenge von SO(3) sehen kann. Die Bewegung
ist eine geodatische Kurve auf dieser Fliache. Die Berechnung dieser Fliche ist noch zu machen.
Das wiére das Thema einer Bachelor-Arbeit.

I"Jbung 5.3. Ist das Hamilton-System von der freien Bewegung eines starren Korpers vollstandig
integrabel?

6 Quantenmechanik

Der erste Schritt von der Hamilton-Mechanik zur Quantenmechanik ist eine “Reduktion auf das
Wedentliche”. Koordinaten und Funktionen werden zum Oberbegriff “Observable” zusammenge-
fasst und nicht weiter unterschieden. Zu jeder Observablen gehort ein Vektorfeld - in der Quanten-
mechanik wird gar nicht mehr zwischen den beiden unterschieden und die Observable werden mit
Groflbuchstaben bezeichnet. Es gibt eine spezielle Observable H, die Hamiltonian. Die zeitliche
Anderung der Observablen F', also das was man eine gewisse Zeit spiter observieren kénnte, wird
in der Hamilton-Mechanik durch das Axiom F’ = {F, H} geregelt. Die Poisson-Klammer ist bi-
linear, antikommutativ und erfiilllt die Jacobi-Identitét; so eine algebraische Strukur nennen wir
auch eine Lie Algebra. Die Leibniz-Regel lassen wir derweil sausen. Heisenberg und Schrodinger
ersetzten die Poisson-Klammer durch eine andere Operation; diese ist ebenfalls eine Lie Algebra
und eigentlich einfacher:

Es sei H ein Hilbert-Raum iiber C und O¢ ein C-Vektorraum von Operatoren H — H, die
abgeschlossen ist beziiglich Hintereinanderausfithrung und Bildung des adjungierten Operators.
Wir nennen einen Operator A reell, wenn er selbstadjungiert ist, A* = A erfillt; die Menge dieser
Operatoren ist Ogr. Jeder komplexe Operator a3t sich eindeutig schreiben als reeller Operator
plus i mal einem reellen Operator Unsere Lie-Algebra ist die Abbildung (4, B) := —i[4,B] =
—i(AB — BA). Man kann zeigen, dafl Or abgeschlossen ist bezliglich Addition, Multiplikation
mit reellen Zahlen, Iteration, und der Lie-Algebra-Struktur; allerdings nicht beziiglich Hintere-
inanderausfithrung (das ist der Grund warum wir mit der Produktregel nicht so viel anfangen
kann).

Anstelle des Hamilton-Axioms tritt die Schrédinger-Gleichung

#(t) = —iHo(1),

wobei ¢ : R — H die zetliche Entwicklung eines Systems ist, das fiir jeden Zeitpunkt durch einen
“Zustandsvektor” ¢(t) beschrieben wird. Der Hamiltonian H ist ein reeller Operator. Ubung:
man zeige, da t — (¢(t), #(¢)) fiir jede Losung eine Konstante ist. Zwischen zwei Zustéanden ¢
und c¢; will man nicht unterscheiden, deshalb nehmen wir an, dafider Zustand ein Einheitsvektor
ist.

Die Schrédingergleichung ist eine gewdhnliche Differentialgleichung, die leicht zu 16sen ist: ¢(t) =
e " (¢g). Die zeitunabhingige Schrédingergleichung

Hé =\
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ist die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren von H (ein Problem der linearen Alge-
bra). Wenn Aq,..., A, die Eigenwerte sind, dann ldsst sich jede Losung der zeitunabhingigen
Schrodingergleichung schreiben als
$(t) =y e,
i=1

mit ¢; € Hy,, dem Eigenraum zu A;. (Wieso gibt es keine grofieren Jordan-Blocke?)

Beispiel 6.1. Die drei Komponenten des Drehimpulses erf’ullen die Gleichungen

{l:mly} = lz; {lzalz} = _lya {lyalz} =1,.

Diese 3-dimensionale Lie-Algebra gibts aber auch viel billiger. Als Hilbertraum H nehmen wir
C?s. Die Menge der Operatoren ist O¢ = C2*2. Sie wird erzeugt von I und den Operatoren:

1/0 1 1/0 —i 1/1 0
L"’”'_Q(l 0>’Ly'_2(i 0)’LZ'_2(0 1)'

Die Eigenwerte sind in allen drei Fallen j:%. Die Eigenvektoren von L, sind leicht zu berechnen.
Im Fall von L, haben wir ¢4 = (1,0) und ¢_ = (0,1). Falls L, der Hamiltonian ist, haben wir
die folgende Losung der Schrodinger-Gleichung:

¢(t) = are P9y +a g,

wobei ay,a_ € C Konstanten sind mit |ay|? + |a_|> = 1. Wenn zum Beispiel a; =a_ = \/g ist,
dann schwingt die Losung periodisch in einem Kreis herum, auf denen die Eigenvektoren von L,
und L, liegen.

Das Verhalten dieses dynamischen Systems ist dhnlich wie bei eine kugelférmigen Kérper mit
Tragheitstensor © = I3 ohne dussere Krafte. Nur dass es hier viel weniger Observable gibt.

Solange nichts gemessen wird, ist die Quantenmechanik ein ganz normales und (wie im obigen
Beispiel) sogar sehr einfaches dynamisches System. Die Messungen machen die Theorie allerdings
dann doch wieder kompliziert. Fiir diese gibt es folgende Axiom der Quantenmechanik.

e Jede Messung erfolgt zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢.

e Das Resultat einer Messung ist eine reelle Zahl. Diese Zahl ist ein Eigenwert der gemessene-
nen Observablen.

e Der Zustand ¢(t) bestimmt die Wahrscheinlichkeit, mit der die verschiedenen Eigenwerte
n

als Messresultate auftreten. Wenn ¢(t) = > " | a;¢; ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir
Messresultat \; gleich |a;|?.

Im letzten Punkt nehmen wir an, dass ¢; ein Einheitsvektor im Eigenraum A, ist. Die Eigen-
werte von selbstadjungerten Operatoren sind iibrigens immer reell, und die Einheitsvektoren
verschiedener Eigenwerte stehen normal aufeinander. Es folgt > . |a;|> = 1 (wie es sich fiir
Wahrscheinlichkeiten gehort).

Im Beispiel (6.1) treten als mogliche Resultate fiir den Drehimpuls Richtung z nur zwei Werte
auf, :I:%. Wenn der Zustand ein Eigenvektor von L, ist, dann wird mit Wahrscheinlichkeit 1 der
entsprechende Eigenwert gemessen. Wenn der Zustand ein Eigenvektor von L, oder von L, ist,
dann die Chancen fiir jedes der beiden Ergebnisse 50:50.

Wenn unmittelbar nach der Messung von L, - sagen wir, das Resultat war gleich —i—% - eine
nochmalige Messung von L, vorgenommen wird, tritt dasselbe Ergebnis mit Sicherheit noch einmal
auf. Daraus folgt, das der Zustand nach einer Messung ein Eigenvektor des gemessenen Eigenwerts
ist.

Als pragmatischer Forscher kénnte man die Axiom einfach akzeptieren, Beispiele rechnen und
versuchen, sie durch Experimente nachzuweisen. Einem nachdenkenden Student/einer nachdenk-
enden Studentin sto8t es aber an dieser Stelle doch einige Fragen auf.
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1. Kann man Messungen nicht durch blofles Beobachten machen, ohne die Zustande zu verandern?
Ist das iiberhaupt noch “Messen” oder schon eher ein Zerstéren von dem, was man eigentlich
messen wollte?

2. Gibt man durch das Akzeptieren von Wahrscheinlichkeits-Aussagen nicht den Anspruch der
Physik auf, das Verhalten punktgenau vorherzusagen bzw. zu beschreiben?

3. Sobald der experimentierende Physiker/die experimentierende Physikerin das Messresultat
erblickt, wird doch die Wahrscheinlichkeit zur Sicherheit, oder? Wenn ja, dann hétten psy-
chologische Wahrnehmungsvorgénge einen Einfluss auf die Physik. Wann genau soll dieser
Ubergang Wahscheinlichkeit — Sicherheit stattfinden? Wenn der Lichstrahl des Messergeb-
nisses das Auge trifft oder wenn der Impuls im Gehirn ankommt?
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