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Bemerkung zu den Reduzierbarkeitskriterien von R.Albrecht fiir das
Optimum-Mix-Problem

) Von B. Buchberger, Innsbruck ')

Eingegangen am 13. Mirz 1971

Zusammenfassung: Es wird ein neues Reduzierbarkeitskriteriom fiir das Optimum-Mix-Problem
abgeleitet, das sich als hdufiger anwendbar als ein in [ Albrecht, 1967] angegebenes Kriterium erweist.

Summgary: We give a new reducibility criterion for the optimum mix problem. It is shown that this
criterion can be applied more frequently than a similar criterion that can be found in [Albrecht, 1967].

1. Fragestellung und Bezeichnungen

Zur Beschreibung der Fragestellung sei auf { Albrecht, 1967] verwiesen. Sie
wird hier kurz wiedergegeben, um die notwendigen Bezeichnungen einfithren zu
konnen.

Es seien n verschiedene , Hilfsmitteltypen“ vorhanden, die man zur Losung
von m verschiedenen , Aufgaben“ heranziehen kann. Die Hilfsmitteltypen be-
zeichnen wir mit den Nummern 1, ..., n, die Aufgaben mit den Nummern 1, ..., m.
Fiir jede Aufgabe i (i = 1,...,m) sei festgelegt, durch welche Hilfsmitteltypen sie
gelost werden kann und wieviel Stiick a;, (positive reelle Zahlen) des Hilfsmittel-
typs k man zur Losung der Aufgabe i braucht, wenn z. B. k ein Hilfsmitteltyp ist,
der die Aufgabe i 10st. Jede Aufgabe soll sich wenigstens durch einen Hilfsmitteltyp
16sen lassen. Keineswegs mul} sich jede Aufgabe durch jeden Hilfsmitteltyp 16sen
lassen. ‘

Eine ,,Strategie* gibt fiir jede Aufgabe i genau einen Hilfsmitteltyp k; an, mit
dem die Aufgabe gelost werden soll, kann also durch das m-Tupel (ky, ..., k)
charakterisiert werden.

Jeder Strategie sind auf die folgende Weise die , Kosten der Strategie” zuge-
ordnet: Zunichst sei fiir jeden Hilfsmitteltyp k eine Funktion f,(s) definiert (fiir
s > 0). fi(s) gibt den ,Stiickpreis fiir den k-ten Hilfsmitteltyp, wenn insgesamt s
Stiick dieses Hilfsmitteltyps verwendet (gekauft) werden®. Entsprechend gibt
5" fi(s) (s" < s) den ,,Preis von s Stiick des Hilfsmitteltyps k, wenn insgesamt s
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Stiick dieses Hilfsmitteltyps gekauft werden®. In Ubereinstimmung mit dieser
Interpretation wird liber die Funktionen f,(s) vorausgesetzt (F,(s) = s f,(s) be-
zeichnet den ,,Gesamtpreis®):

fils) >0 fiir s>0; (1.1
HKE) < fils) fir s >5>0; (1.2)
Fi(s) > Fi(s) fir s > s, 1.3)
d. h. der Gesamtpreis ist streng monoton wachsend; ,
Fk(SS) - }jk(s) < Fk(s? — Fy(s) fir s<s <4, (1.4)
-5 §~s

d. h. F,(s) ist von oben konvex.
Aus (1.4) folgt leicht:

Fosh—Fu(s —a) < Fi(s)— Fy(s—a) fir a<s<ys'. (1.5)
Fiir eine Strategie ST = (k,,...,k,) wird durch
S_ET= Zaik mit I£T={1|1515m,k1=k}
iel3T
die Anzahl der Hilfsmittel des Typs k, die bei der Strategie ST verwendet werden,
berechnet (k = 1,...,n) und durch

Ksr = ki Fu(s)
=1

schlieBlich die Kosten der Strategie.
Unter den endlich vielen mdglichen Strategien ist eine solche zu suchen, die
diese Kosten minimiert.

2. Die Reduzierbarkeitskriterien von R. Albrecht

In [Albrecht, 1967] sind zwei Kriterien angegeben, die es erlauben, gewisse
Hilfsmitteltypen als fiir eine optimale Strategie nicht in Frage kommend iiber-
haupt auszuscheiden bzw. sie wenigstens zur Verwendung fiir eine bestimmte
Aufgabe auszuscheiden. Eine ALGOL-Prozedur fiir einen auf diesen Kriterien
aufbauenden Losungsalgorithmus findet sich in [ Albrecht und Buchberger, 1970].

Mit den Bezeichnungen

I,={i|t <i<m,  Aufgabe i liBt sich durch den k-ten Hilfsmitteltyp 16sen}
Sy = Z aix
iely
L, =1li|1<i<m Aufgabei wird bei jeder Strategie, dic die Aufgabe r mit
dem Hilfsmitteltyp k 16st, ebenfalls mit k gelost}
lauten die Kriterien:
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Kriterium 2.1:
Es mogen die Voraussetzungen (1.1) bis (1.3) gelten. Fiir jedes r € I, existiere
ein [,, so daB

ar i i(S) > ay,, 'fl,( Z ai.!.-)- 2.1)

i€Ly .
Dann wird der Hilfsmitteltyp k von einer optimalen Strategie iiberhaupt nicht
beniitzt.

Kriterium 2.2:
Es mdgen die Voraussetzungen (1.1) bis (1.4) gelten. Fiir ein r € I, existiere ein
l,, so daB
Fi(Sy) — Fi(Sk — a,0) > a,, fl,( Z ai,l,.) . (2.2)
ieLy
Dann wird der Hilfsmitteltyp k von einer optimalen Strategie nicht zur Losung
der Aufgabe r benutzt.

3. Ein neues Kriterium
Wir beweisen das folgende

Kriterium 3.1:

Es mogen die Voraussetzungen (1.1) bis (1.4) gelten. Die Aufgaben 1,...,i — 1
seien durch k..., k;_, gelost. k; und k; seien Hilfsmitteltypen, die beide die Auf-
gabe i 16sen konnen. Es gelte

Fk,-( Y o oap,+ a,-,kl.) - Fh( )y aj,kl.)

. jEL"‘Cil."'vki-l (3‘1)

k,
et ok,

< Fk;-( 2 gt ai,k;) - Fk;( D) a,-,k;),

jerk Jels e,
wobel

Bi s ={i|1<j<mj+#i jwird bei jeder Strategie, dic die Aufgaben
1,...,i — 1mitk,,...,k;_, 10st, mit k; gelost}
und
I . =0l <j<i—1undk; =k) oder
(i + 1 <j < mundj ist mit k; 1osbar)} .
Dann ist eine Strategie (ky,...,ki— 1, ki Ki 4 150 s k) (Ki 4 15... .k Deliebige verwend-
bare Hilfsmitteltypen) entweder nicht optimal oder es ist auch (k,,...,k;,...,k,)

eine optimale Strategie, d.h. also: man kann alle Strategien (k,,...,ki_,k},
kity,-..,ky) mit festen ky,...,k;_; und allen moglichen %,, ,,...,k,, ausscheiden.

Beweis:
Wir betrachten die beiden Strategien

ST = (kla"-ski—lykiyki+1!"':km) und ST’ = (k17-"’ki—l’k;ski+19---’km),
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die mit Ausnahme der i-ten Aufgabe alle Aufgaben gleich 19sen. Es gilt:

Ksr = z F (55" + Fy, (sflr) + Fu(si?-)
Kk,
Py

und

Ksr =), Fu(s") + Fi( - a:x,) + Filsit + ain).
k=1

# kg
kK

Somit
Kst < Ksr <> Fi (i) — Fi{shi — aip) < Fi(SiT + aix) — Fig(s). (3.2)

Andererseits gilt wegen (1.5)
Fk.-( Z Ajx; + ai,k,-) - Fk.-( Z aj,h) 2 Fk,-(si}-) - Fk.-(ss;[ - Gyi)
ki1 iy

JELE ok JELE ok,

weil Y aju + aiy, < s, und
J'EL:;.“-.k.--l
T T
F"f Z ajx; + Qik; \ — Fké Z ajk; < Fk;( ki + ai.k;) - Fk;(sig),
Jel ok, Jell el

Well Z aj'ks + ai’k; > SE':I‘ + ai,k;.
el
Falls also die Bedingung (3.1) gilt, so gilt (3.2) und zwar fiir alle méglichen
kivq,....kn also K¢r < Kgp fiir alle Strategienpaare ST und ST mit festen
ki,...,k,_, und variablen k;, ,,...,k,, d.h. die Behauptung von 3.1 ist richtig.

Falls nun speziell i = 1, so lautet Kriterium 3.1:

Kriterium 3.1':
Falls fiir zwei Hilfsmitteltypen k; und k} (die dic Aufgabe 1 16sen)

Fkl( Y G+ al,kl) - Fh( ) aj,m)

jeLkx jelk
= Fka( Y Gt am) - Fka( ) aj,ki)’
jel®i jelk:
so konnen alle Strategien, die die Aufgabe 1 mit k} 18sen, ausgeschieden werden.

(Zum Vergleich mit Kriterium 2.2 bemerken wir, daB I¥ U {1} = L,,, und
Koo {1} = Iy).

Da die Wahl der Aufgabe 1, wie man sich durch Durchsicht des Beweises von
Kriterium 3.1 iiberzeugt, nur eine willkiirliche Spezialisierung ist, gilt auch:

Kriterium 3.1 :
Falls fiir zwei Hilfsmitteltypen k und /, (die die Aufgabe r 16sen)
F:,( Z aj,l,) - Fr,( Z a1, ~— ar,l,-) < Fi(S) — Fi(Sk — a4,
JELy.i, jeLrs,
so konnen alle Strategien, die die Aufgabe r mit k losen, ausgeschieden werden.
Abgesehen davon, daB in Kriterium 3.1” das <-Zeichen und in Kriterium 2.2
das <-Zeichen steht, sind die Kriterien sehr dhnlich (bei Verwendung des <-
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Zeichens im Kriterium 3.1” werden moglicherweise optimale Strategien ausge-
schieden, jedoch mindestens eine optimale Strategie zuriickerhalten, bei Verwen-
dung des <-Zeichens werden alle optimalen Strategien zuriickbehalten).

Wir setzen abkiirzend x = ) 4, @ = 4, f(x) = fi.(x). Es gilt nun wegen
(1.2) jeLro,

x fx)—(x—a)fx-—a<aflx),
denn
(x—a)fix)<(x—a)flx—a).
Das heil3t also:

Satz 3.2:

Aus dem Erfiilltsein des Kriteriums 2.2 folgt immer das Erfiilltsein des Kriteriums
31"

Mit anderen Worten: das Kriterium 3.1" ist unter den gleichen Voraussetzungen
iiber die Kostenfunktionen eventuell fter anwendbar, d. h. es kénnen sich bei
3.1" Reduktionen ergeben, die sich mit 2.2 noch nicht ergeben hitten (siche auch
Satz 4.1).

4. Rechenzeiten

Uber die Effizienz des Kriteriums 3.1” gibt zunéichst folgender Satz Aufschluf3:

Satz 4.1:

Zu jeder natiirlichen Zahl z kann ein Beispiel gefunden werden, so daB die
Kriterien 2.1 und 2.2 fiir dieses Beispiel keine Reduktionen bringen, die Anwen-
dung des Kriteriums 3.1" jedoch gegeniiber dem systematischen Durchprobieren
eine Rechenzeitverkiirzung um den Faktor z bringt.

Bewelis:

i1
und betrachten das folgende Beispiel: es seien m Aufgaben zu l6sen, zur Ver-
fiigung stehen zwei Hilfsmitteltypen. Alle Aufgaben mit Ausnahme der ersten
konnen mit beiden Hilfsmitteltypen gelost werden. Die erste Aufgabe kann nur
durch den zweiten Hilfsmitteltyp geldst werden. Alle definierten a;;, haben den
Wert 1. Weiteres setzen wir fest

Wir bestimmen aus z eine natiirliche Zahl m > 2, fiir die z <

FI(X)-:x,
2x fir 0<x<1
FZ(x)_{d(x—i)—i-Z fir x>1,
m—2

wobei <d<1.

m—
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Fiir k = 1 ist Kriterium 2.1 nicht erfiillt, denn fiir jedes r > 2 gilt:
Gy fiS)=1-1=1,
m-2 .,
d+2 m-—1 Im—4
> = >
2 2 2m — 2
Ebenso ist Kriterium 2.2 nicht anwendbar, denn fiir alle r > 2:
FiS) — Fi(Sy —a, ) =1 (firk =1).
Kriterium 3.1” ist jedoch erfiillt, denn mit r = 2, I, = 2 gilt:
F,)—F,()=d<1.
Die Aufgabe 2 kann also von einer optimalen Strategie nicht mit dem Hilfsmittel-
typ 1 gelost werden.

Wir nehmen an: es sei mit dem Kriterium 3.1 erkannt worden, daB die Aufgaben
2,...,i —1(3 < i < m) von einer optimalen Strategie nicht mit dem Hilfsmittel-
typ 1 gelost werden konnen. Wir zeigen:

Fiir k = 1 ist Kriterium 2.1 noch immer nicht anwendbar, denn fiir alle r > i
gilt:

Gy i S8 =1-1=1,

a2 f2(2) =1 1 (wegenm > 2).

ar,z'fz(i)=1'd(l_i1)+2 > M- >1 (wegenm > i).

Fiir k = 1 ist Kriterium 2.2 ebensowenig anwendbar. Aber wieder ist Kriterium
31" (mit r = i, I, = 2) erfiillt:

F,() —F,i—-1)=d<1.

Das heilit also, daB wieder mit Hilfe von 3.1” der erste Hilfsmitteltyp zur Losung
der i-ten Aufgabe ausgeschieden werden kann. Zusammenfassend ergibt das: die
Kriterien 2.1 und 2.2 kénnen zur Reduktion der Aufgabe nichts beitragen (sogar
dann nicht, wenn man, nachdem die Aufgabe mit Kriterium 3.1 reduziert wurde,
noch einmal versucht, die Kriterien 2.1 und 2.2 anzuwenden). (m — 1)-maliges
Anwenden des Kriteriums 3.1” reduziert die Aufgabe aber auf die optimale Stra-
tegie, bei der alle Aufgaben mit dem zweiten Hilfsmitteltyp gelost werden. Ins-
gesamt sind dazu 4(m ~ 1) Aufrufe der Funktionen F,, F, notwendig gegeniiber
2-2™! Funktionsaufrufen beim systematischen Durchproblieren (unter der
Voraussetzung, daB das systematische Durchprobieren optimal organisiert wird;
siche [Albrecht und Buchberger, 1970]). Wenn man die Anzahl der Funktions-
aufrufe als ein (wohl sehr verniinftiges) MaB fiir die Rechenzeit nimmt, so ergibt
sich also eine Verbesserung der Rechenzeit um den Faktor

2"!

2 5z qed
am—1 > ¢
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Natiirlich sind zwischen diesen giinstigen Fillen und dem Fall, in dem auch
3.1” keine Reduktion bringt, alle Falle moglich. Es ist deshalb unmoéglich, einen
»objektiven“ Verbesserungsfaktor anzugeben. Im Hinblick darauf ist auch der
Wert von Testrechnungen fraglich. Dennoch wurde ein ALGOL-Programm ge-
schrieben (vor allem, um zu experimentieren, wie das allgemeinere Kriterium 3.1
rechentechnisch verwendet werden kann). Testrechnungen an zahlreichen Bei-
spielen, deren mogliche Strategienanzahl alle in der Gegend zwischen 500 und
10000 lagen, ergaben ,durchschnittlich“ eine Verminderung der notwendigen
Funktionsaufrufe auf ein Sechstel.
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