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Zusammenfassung:
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Algorithmenentwurf erarbeitet und z.T. in experimentellen Systemen verwirklicht wur-
den, werden an Hand von einfachen, aber ausfilhrlichen Beispielen erklart.
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Yom Probtem zum Algorithmus

dedr s e Jo Jede o e e e e de dede R e e dede e

Die Beschreibung {Spezifikation) eines Problems ist

eine Formel {ein sprachlicher Ausdruck, eine Aussage), die gewinschte
Eigenschaften einer (oder mehrerer) neuer Operationen {Funktionen oder Pridikate)

relativ zu als gegeben {elementar) betrachteten Operationen angibt.

Eine Operation ist “gegeben’,
wenn fur sie ein Berechner (Berechnungsmechan1smus. Rechner, Computer, Automat)

vorhanden ist, der
zu jeder (stinnvollen} Eingabe (Angabe, Input) fiir die Operationen
bei Aufruf der Operation
eine zugehtrige Ausgabe (Resultat, Output) liefert.

Die Losung eines Problems relativ zu einem Berechner besteht in der Angabe

einer Formel (eines sprachlichen Ausdrucks, "Programmes”, einer Anweisung), die
den Aufbau neuer Oparationen aus gegebenen Operationen beschreibt und bei deren

Aufruf der Berechner Operationen durchfiinrt, die die gewiinschten Eigenschaften
haben (dié‘berechneten Operationen sind korrekt in Bezug auf die
Problemspezifikation).

Beispiel einer Problembeschreibung:
f Neue Operation: sort(ieren).
Beschreibung der gewiinschten Eigenschaft:
sort{a) ist sortiert,
sort{a) ist eine permutierte Version von a.

b ist sortiert: €===) Fiir alle 1<i€Linge von b: by < bisl.

b ist eine permutierte Version von a : === _
Linge von a = Lidnge von b; . .
Es gibt eine Permutation p der Linge (Ldnge von 2),
sodaB fiir alle l1<idlinge von a: by = ap(§). S

p ist ein Permutation der Linge n: {xnz)
1p ist eine bijektive Funktion von {1,...,n} auf 1,...,nh
{Typen der Variablen: a,b,p ... endliche Folgen natiirlicher Zahlen,
1,0 +eo.. natiiriiche Zahlen.
sort{a) soll ebenfalls eine endliche Folge natiirlicher Zahien sein}.
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Elementare Operationen:

“Lange von", Indizieren, +, {1,..., n} (Funktionen),
<, "ist bijektive Funktion von nach" (Priddikate).

Beispiel einer Lusungsbeschreibung:
sort{a):
Eingabe: a
Ausgabe: b.

{b,n} := (a,Linge vdﬁ a)
for § = 1ta n1do
for k := 1 to n-j do .

if not (bg < byst) then (by,bes) := (bk+1’b!()'

{sort ist die neue Operation; "Lidnge von", +, -, <, Indizieren sind die benutzten
elementaren Operationen). '

Eine explizite Problembeschreibung st eine Problembeschreibung der Gestalt
“Fir alle x : P(x,f(x))",
wo f die neue Operation bezeichnet und
P{x,y) eine Formel {der Pradikatenlogik) erster Stufe ist
{mit freien Variablen X,y},
in welcher f nirgends vorkommt.

;

{Wir schreiben hier “P(x,f(x))" fur das Ergebnis der Substitution von f(x) fir y an
éllen Stellen, wo y frei vorkommt). '

Bei expliziten Problembeschreibungen gibt P(x,y) an; in welcher Weise ein korrekter
Qutput y fiir das Problem (der durch die neue Operation f berechnet werden soll) mit
dem jeweiligen gegebenen Input x zusammenhingt.

Der allgemeine Fall einer Problembeschreibung heift demgegeniiber "implizit".
" {Insbesondere rennen wir nicht-explizite Problemspezifikationen implizit}.

tire explizite Problemstellung kann man sprachlich immer in die Form “gegeben,
§esucht” bringen:

Gegeben: x.
Gesucht: y,

sodaf P{x,y).
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Oder im Normalfall {wo P{x,y) die Gestalt { E(x) ===? Q(x,y) } hat ):

Gegeben: x,

sodap: E(x) ("Eingabebedingung”).
Gesucht: y,

sodaB: P{x,y} ("Ausgabebedingung”).

Beispiel einer expliziten Problembeschreibung:
*b ist sortiert und
b ist eine permutierte Version von a"
jst eine Aussage der Gesta1t P(a,b), die die gewiinschte Efgenschaft von *sort” expli- -
21t beschreibt: Zu jeder Eingabe a fiir sort beschreibt P(a,b) wie eine korrekte Aus-
Yabe b = sort{a) beschqffen sein muB.

Beispiel einer impliziten Problembeschreibung:

Neue Operationen: .lesen, speichern.

Beschreibung der gewlinschten Eigenséhafteqi
“Fiir alle s,i,j,c¢:
lesen{speichern(s,i,c),i) = ¢,
lesen(speichern(s,i,c},j} = lesen(s,i),wenn i#j."

(FUr *speichern(s,i,c}* lies: "Der Speicher, der aus s entsteht, wenn man an der
Stelle j den Inhalt c hinspefchert". Fiir “lesen(s,i}" lies: "Der Inhalt, der im
Speicher s an der Stelle i steht").

Eine (implizite oder explizite) Problembeschreibung bestimmt die betreffenden neuen
Operationen im allgemeinen nicht eindeutig. (Ftir manche Operationen, z.B. die Nach- |
folgerfunktion auf den natiirlichen Zahlen, ist eine eindeutige Charakterisierung
durch Spezifikationen in erster Stufe, d.h. chne Quantoren ijber die Operationssym-
bole, sogar grundsitzlich unmdglich). Richt jedes implizite Problem 1Bt sich in ein
dquivalentes explizites verwandeln. Es ist algorithmisch, ndmlich syntaktisch,

. entscheidbar, ob eine vargegebene Problemspezifikation explizit ist. Typische

Beispiele von implizit definierten Problemen sind durch rekursive Gleichungen
*definierte” Operationen oder z.B. algebraisch spezifizierte abstrakte “Datentypen”.

- Die Schwierigkeit des Auffihdens einer Problemidsung hingt ab

vom Problem und
vom zur Verfiigung stehenden Berechnungsmechanismus.
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SchiuBregelsysteme fiir (verschiedene deskriptive Sprachen z.B. fiir) Pridikatenlogik
erster Stufe sind sehr allgemeine {nicht-deterministische) Berechnungssysteme. Jede
Formel einer (solchen} Sprache kann deshatb
einerseits als Beschreibung einer {erwiinschten) Eigenschaft von Operationen und
andererseits als Manipulationsvorschrift ("Programm”) mit den Operationen aufge-
faft werden. )

Alles, was mit den SchluBregeln aus der Problemspezifikation abgeleitet werden kann,
ist "korrekt" beziiglich der Problemspezifikation. (Es ist jedoch migiich, daB die so
gewonnene Problem)dsung unvollstindig ist in dem Sinne, daB nicht fiir alle Eingaben
mit den SchluBregeln aus der Priblemspezifikation die *Berechnung® einer zugehdrigen
Ausgabe durchgefihrt werden kann). '

Beispiel der Auffassung einer Problemspezifikation als Programm:
Aus der Problemspezifikation (dem "Prqgramm") fiir sort und dem nicht angeflihrten
Grundwissen (den "Programmen") fir die elementaren Funktionen kinnen wir z.8.
schliefen ("Rechnen"}): '
(1) Lénge von sort((2,1)) = Linge von (2,1) = 2. °
{2} (sort{(2,1))1 = (2,1)p(1) und sort{(2,1))2 = (g,l)p{z)) oder
sort((2,1))1 = (2,1}q(1) und sort((2,1)}2 = (2,1)q(2))s
wobei p und q die beiden Permutationen (1,2) bzw. (2,1) sind {als Dupel
geschrieben). T
{3} sort((2,1)); < sort{(2,1})2.
(4) sort((2,1)}1 = {2,1)q(1) = 1s
sort((2,1))2 = (2,1)q(2) » 2
{die andere Alternative in {2) scheidet wegen (3) aus).
ﬁ.{S) sort{(2,1)} = (1,2) (aus (4}).

Hir haben also fur die Operation "sort” zum “Input" (2,1) den "Output" (1,2) bei sort
'berechnet"

Wl"ﬁ"

aa
fiver:

SE Beispiel der Auffassung einer Problemspezifikation als Programm:

*‘Aus der Problemspezifikation (dem "Programm") fiir "lesen* und “speichern" und Grund-
& wissen iber natiirliche Zahlen kann man z.B. schlieBen ("rechnen"):

&

5?.' lesen(speichern(speichern(1eer,l,5),2,3),1) =

Ei . * lesen{speichern{leer,1,5},1} = 5.

oo L

it

;:“WF haben also fiir die Operation “lesen" zu den "Inputs”
“;;SP!ichern(speichern(1eer 1,5),2,3) und 1 den ”Output“ 5 "berechnet®.
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usamwenfassend:

Eine Problemspezifikation ist immer eine korrekte (allenfalls nicht vollstandige)
ProblemlGsung, wenn als “rechner” ein "Beweiser” zugelassen wird. '

Fiir die Praxis hat diese Einsicht in dieser Fbrm wenig Bedeutung, weil die moglichen
Beweise, die von einer Problemspezifikation als "Programm" ausgehen, zunichst vol11ig
ungezielt und richtungslos verlaufen kdnnen und nur mehr oder weniger "zufillig" fir
einen gegebenen "Input" zu einem erstrebenswerten Resultat flihren. Man beachte jedoch
den Unterschied zwischen den beiden Beispielen: Im ersien Beispiel ist eine grobe
tiille verschiedenartigster Schiufschritte notwendig (von denen wir nur sehr grobe
Zwischensépritte angegeben haben), um zum Ziel zu kommen. Wenn iiberhaupt, dann ist
eine Zietgerichtetheit im Beweis "automatisch" durch das Aufltsen des Existenzquan-
tors "es existiert eine Permutation p" nahegelegt, was einem “systematischen
Durchprobieren und Austesten" aller moglichen Permutationen entspricht.

Beim zweiten Beispiel kommt man im wesentlichen mit den sehr einfachen SchluBregeln
fiir die Gleichheit (Ersetzen, Einsetzen, Identitdt, Symmetrie und Transitivitit) aus
und es ist auch ziemlich Eﬁar, in welcher Weise diese Schlufregeln "zielgerichtet”
anzuwenden sind, um zum vpesultat” zu kommen.

e

Auf der anderen Seite steht die in der Praxis heute fast ausschlieBlich vorhandene
'Situationf
Lgsungsverfahren {(relativ zu den elementaren (perationen der Rechner), durch welche

Die vorhandenen virtuellen oder realen Rechner verlangen die Angabe von

jhr Verhalten vollstandig determiniert wird, wodurch ein zielstrebiges Losungs-
verhalten ermoglicht wird, allerdings auch die Frage nach -der Korrektheit des Ver- -
fahrens ein zentrales Problem wird. Also:

- Rechner Lﬁsungsverfahren Korrektheit Effizienz
allgemeiner gIeiéh der Problem- "automatisch® keine Zielstrebigkeit, i
nschlijssezieher” spezifikatiun garantiert jneffizient
universeller nichttrivial, Korrektheit  vollkommen zielgerichtet,
deterministischer anders als Problem- ist ein effizient
Rechner spezifikation *problem”

Sowohl Korrektheit automatisch zu garantieren, als auch effizient zu sein, erscheint
als das Ideat fir das Ldsen von Problemen. Diesem Ideal kann man sich von zwei Seiten
her nihern:
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t. Die Rechner, wie sie sich in ihrer virtuellen Gestalt (Hardware + auf-
gesetzter Software) dem Problemldser zeigen, flir problemnihere Lisungsver-
fahren brauchbar zu machen {("intelligenter" zu machen chne Effizienzverlust).

+.  Den ¥organg des Transformierens von Problemspezifikationen in rechnernahe
Probleml@sungen besser abzusichern und technisch zu erleichtern.

Beide Wege haben eine "lange* Geschichte:
t.  Hthere Programmiersprachen mit ihren Compilern; Zurverfiigungstellung des
Sprachmittels der Rekursion; Rewrite-Sprachen; Horn-Clausen Sprachen; Fifth-
Generation Computer. '

-
r

+.  Programmgeneratoren; IngenieurmiBige Methoden der Software-Entwicklung;
computer-unterstiitzte Programmverifikation; Kalkiile der korrekten
Programmtransfrmation; Strategien flir artomatische Programmsynthese.

In dieser Vorlesung sollen die wichtigsten Denkansitze in beiden Wegen, soweit sie
noch nicht standardmdBig in industriellen Software-Systemen realisiert sind, an
Beispielen ertéutert werden. ' )

Die Rolle von mathematischem Wissen im ProblemldseprozeB
Fdciedede deledededede e dedede s de i e e de W R e de e e e e drde rdrddd ek kv dedefedrdedrdeod ki

Iwischen mathematischem Wissen iber die in einem Problem involvierten Operationen und
der Effizienz von Problemldsungen besteht ein Identititszusammenhang:

Mehr mathematisches Wissen ---} besserer Lisungsalgorithmus

Beispiel: Wissen iliber das Sortierprobiem.

Fir die im Sortierproblem involvierten Operationen gilt z.B. Folgendes:

b ist sortiert ab der Stelle t und

der Wert von b an der Stelle t ist griBer gleich allen davor liegenden MWer-
ten

===}
b ist sortiert ab der Stelle t-1.
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Graphisch:

t -1

(b ist sortiert ab der Stelle t : {===b
filr 211e 1 mit t<i€Linge von b : bi<bis+1- _
Der Wert von b an der Steile t ist griBer gleich allendaver liegenden -
Werte : (===}
Y : fiir alle 1 mit 1<igt : by < bt).

Di g:i';es Wissen kann als korrekte Erginzung der Problemspezifikation fir einen Bewelser
als Rechner Beweise der Art

sort{(3,2,1,4)) = (1,2,3,4) .
verkiirzen. Andererseits kann es die ldee und die Grundlage fur den Korrektheitsheweis
fir folgenden Sortieralgorithmus liefern: -

sort(a): -
' Eingabe: d:
Ausgabe: b,
{b,n) := (a,Lange von a)
for j := 1ton-l do
b := Maximum{b,j),

LT -

wo Maximum{b,j) eine Operation ist, die das Maximum von bl,...,bn-j+1 an die Stelle
n-j+1 bringt (siehe fritheres Beispiel eines Programmes; "Bubble-Sort Algorithmus®)..
Beispiel Wissen iber ein Nimmspiel:

7u Ysen sei folgendes Problem (Rechenberg [44 ):

Iwei Personen spielen miteinander, jndem sie von einem Haufen Straichhil zer
abwechselnd nach folgender Regel Holzer wegnehmen:
Der erste nimmt eine beliebige Anzah} i von Holzern weg, Jjedoch nicht alle.
Der zweite darf vom verbleibenden Rest wieder eine beliebige Anzahl i von
Ho)zern wegnehmen, die jedoch kleiner oder gleich der "Schranke” 2i sein
muid.
Der erste darf nun i" < 2{' Holzer wegnehmen. Usw.
Wer bei seinem Zug alle verbleibenden Holzer wegnehmen kann, hat gewonnen.



149
Dies ist ein explizites Problem mit folgender Spezifikation:

Gegeben: Eine “"Spielsituation" n,m (Anzahl der Hglzer, Schranke).
Gesucht: Ein "Zug" i (Anzahl der Mdlzer, die weggenommen werden},
sodaB: i ist “erlaubt" (i <m),

1 "fiihrt bei Vorliegen von n Hilzern zum Gewinn".

Wenn wir "i fiihrt bei Vorliegen von n Ho]zern zum Gewinn® durch G(n,i) abkiirzen, dann
ist G(n,1) rekursiv wie folgt definiert:

G(n,i) ===} i = oder
i ¢ nund 6{n-i .j) fiir kein j < 21,

-
Diese Definition der Problemspezifikation kamn bereits als rekursiver Algorithmus fir .
die Losung des Problems betrachtet werden. {Ein geeigneter Rechner ist z.B. ein
"PASCAL-Maschine" oder ein Beweiser, der wieder nur die SchtuBregeln fiir Gleichungen
beherrschen muB.) Das Zeitverhalten dieses Algorithmus ist aber sehr schiecht
{Durchprobieren aller Mdglichkeiten}. Wie kann man zu einer Idee fir einen
schnelleren Algorithmus kommen? Man betrachtet Beispiele, d.h. beobachtet den

Algorithmus fir einfache Eingaben. Wir fassen die Beobachtung in einer Tabelle
zusammen:

inﬁ“@@4(5“6-7"é]9 10 11 12 (1)) ...
1-%0 ol 1flo] 1 o [o'NT 0 0
2 &lo offoi o 10| o 0 0
3 1) ojjolo ool o o™Ng 0

4 0f 0 00|l ¢C 0 0O 0

5 \yo 0jol 0 0 o0 O¥j0
6 1 010/ 0 0 0 o0 {0

7 1100 0 0 0 |0

8 o o o o jo
9 1 0 ¢ o0 |o
10 1 0 o0 Jo
138 1 0 ol -
2 1o
1 QJ
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Hier bedeutet eine “1" bzw. eine "0* an der Stelle {n,i), daB G(n,i) gilt bzw. nicht
gilt. Es mag sein, dafd bei Beobachtung dieser Jabelle zwei Dinge auffallen:

(N1) Fiir n = eine Fibonacci-Zahl ist die gesamte Spalte im wesentlichen O.
(N2} Zwischen der k-ten Fibonacci-Zahl Fi und der (k+1)-ten Fi+l wiederholt
sich "im vesentlichen® der werteverlauf zwischen 1 und Fg-1-

{Diese Bechachtung muB noch etwas verfeinert werden, siehe die Unstimnigkeit bei‘
n =12, i =4, die sich tatsichlich erst bei einem so hohen Wert von n zeigt).
k-9

(N1) und (N2} ist zunichst nur eine Vermutung (Rechenberg {a5]), die sich aus der
Betrachtung eines endlichen Stiickes der Tabelle ergibt. Die Vermutung 148t sich in
der Tat“beweisen (siehe Buchberger [12] baw. Buchberger/Lichtenberger [18]). Der
Beweis braucht keine besonders tiefgriindigen mathematischen Resultate, nur einige
Grundtatsachen iber Fibonacci-Zahlen, jedoch einige technische Mihe, eine Reihe von
Fallunterscheidungen und verschachtelten induktionen und benstigt ca. 2 Seiten
Papier. : :

Das mathematische Hissen.y(Nl), (N2) kann nun zur Konstruktion eines besseren
Algorithmus verwendet werden:

Mgorithnus:

ifnem

then 1 1= n

else

li-'l <mthenm :=f21-1
3

w

wh‘i'leKn(nhm{n-Kn_dg_

ni=n- ¥y
i_f_l‘.<mthenm:-rﬂ'\—1
3 3

_1_f_n_-Knthen1 = 1else i :=n - Ky

————

(K, := die gribte Fibonacci~-Zahi, die Kleiner oder gleich n ist).

hus diesem Beispiel kann man auch eine wichtige Grundstrategie fir die Gewinnung von
neuem Wissen (---2 besseren Mgorithmen) ablesen:
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Wenig Wissen (schlechter Algorithmus)

[
V,
Besbachten (von Ei n-/Ausgabepaaren, die durch den schlechten Algorithmus
geliefert werden) :

v

Vermuten von :Gesetzmiliigkeften“ (neuem Wissen) im Wertevertauf

{
Vv
Beweisen der Vermutungen

v

Mehr Wissen (besserer Algorithmus)

-

-

- Dbung: Beispiele von: Mehr mathematisches Wissen ---7 besserer Algorithmus.
(Hinweis: Fast Jedes mathematische Wissen kann in einem sehr weiten Sinne 1)

verstanden werden, umgekehrt basiert jede Al gorithmenverbesserung auf
zusdtzlichem Wissen).

Computer-unterstiitzte Programmverifikation

T . o
fui 2 £ 3 &

Computer-unterstiitzte Programmverifikation ist ein erstes Paradigma fur
computer-unterstiitzten Algorithmenentwurf. In einer ersten Grobbeschreibung besteht
dieses Paradigma in folgenden Schritten:
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problemspezifikation Progrmmmvorschlag

~,

Erzeugen der
Korrektheitsaussage

by Korrektheitsaussage:
“Das vorgeschlagene Programm perachnet eine
Funktion, die die problemspezifikation erfil1t"

e

Beweisen der
Lorrektheitsaussage

uporrektheitsaussage st wahr®,
, (“Korrektheitsaussage jst falsch”,
: _ 1Beweis nicht gefunden“).

" In dieser Form des paradigmas wire der Block "Erzeugen der Korrektheitsaussage' tri-

yial, der Block fBeweisen'der Korrektheitsaussage" miBte ein "Junderding® sein. Es
nannte "Mathode der induktiven

gibt nun Regelsysteme (am meisten benutzt die soge
gehauptungen®), mit denen der Beweis der torrektheitsaussage durch den Beweis einer

Reihe von einfacheren Aussagen ("Verifikationsbedingungggf) zerlegt werden kann, aus
denen die Yorrektheitsaussage folgt. Die einfacheren Aussagen sind hierbei
Beschreibungen von Eigenschaften von Tetlstlicken eines 15senden Programmes:
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Problemspezifikation Spezifikation von Programmvorschlag
Eigenschaften von Teilstiicken
eines 1dsenden Programmes
{z.B. "induktive Behauptungen")

Erzeugen der Verifikations-
- bedingungen

Verifikationsbedingungen
(aus diesen folgt die Korrektheitsaussage)

-

Beweisen der Verifikations-
bedingungen

L

"Yerifikationshedingungen sind wahr
(falsch, 2.T. wahr, nicht beweisbar}"

Das Erzeugen der Verifikationsbedingungen ist immer noch ein sehr einfacher ProzeB,
das Beweisen der einzelnen Yerifikationsbedingungen kann schwierig sein, jedoch ist
der Bewais der Korrektheit wenigstens in entkoppelte Teile zerlegt.

Der zentrale Punkt der Methode liegt im Erfinden der zusdtzlichen Efgenschaften des
15senden Programmes. Hier sind zwei Grundsituaticnen denkbar:

Iu einer gegebenen Problemspezifikation liegt ein Programmvorschiag "fertig" vor,
Es werden vermutete Eigenschaften dieses Programmes spezifiziert. Die daraus
entstehenden Veriffkationsbedingungen {das sind Aussagen der Art "die Teilstiicke
des Programmes haben die vermuteten Eigenschaften®) werden bewiesen.
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Es liegt zunichst nur eine Prob1emspezif1'katiun vor.
Man hat Ideen fir zusitzliches Wissen iber die in der Problemstellung involvier-

ten Operationen.
Man erfindet eine Programmstruktur und Teiistiicke von programuen und geuiinschte
_ Eigenschaften dieser Programme,
sodaf die daraus entstehenden Verifikatioﬁsbedingungen {“die Programmsticke
haben die gewiinschten Eigenschaften") im wesentlichen mit dem zusidtzlichen .
Wissen identisch sind oder leicht daraus folgen.

k-

Die Betrachtungs- {und Vorgangs Jweise B. ("Algorithmenentwickmng und Ver‘lfikatio_f\
gehen -Hand in Hand™) ist die verninftige (siehe Henke, Luckham (sh., aufgrund derer
das Verifizieren von Programmen ein "natiirlicher” und praktisch durchfiinrbarer
Yorgang ist. Sie entspricht der Einsicht, dab Programmieren symsetzen von Wissen in
Verfahren" ist. Oie Betrachtungsweise A. hat die Programverifikation als praktische
Technik in MiBkredit gebracht, weil man bei A. den Eindruck bekomnt, daB man das
Programn “noch einmal® erfinden muB, um geeignete induktive Behauptungen zu finden.

Beispiel fiir ein Rege}-s}stem, mit welchem verifikationsbedingungen mit Programmteilen
und Spezifikationen von gewiinschten Eigenschaften von Programmteilen verbunden
werden: -

Methode von Floyd-Naur-Hoare (Methode der induktiven Behauptungen) fiir ALGOL-dhnliche
programme (Floyd [19], Hoare [27]):

(Man schreibt "[E} § {A}" fur die Korrektheitsaussage "Fur alle x: wenn E(x} ver

Ausfuhrung des Programs s fir die vorliegenden Werte der Programnv'ar‘lab‘len x gilt,

dann gilt A(x} nach Ausfiihrung von S fir die dann aktuellen Werte der Progranm-

variablen x". X esv ein Variablenvektor).

Regel fiir Folgen von Wertzuveisungeni
um {€} S [A} zu beweisen, wo S efne Folge von Wertzuweisungen ist, geniigt es,
die Aussage E ===2 A' zu beweisen, '
wo A' aus A dadurch entsteht, daB man die in A vorkommenden Variablen "so
‘ersetzt, wie es durch die Hi ntereinanderausfihrung der einzelnen Wert-
zuweisungen in S bewerksteiligt wird".
{Z.B.: Um . ‘
{} _
{b,n) := (a,L(a))s § =1
{b ist sortiert ab der Stelle n-j+2,
der Wert von b an der Stelle n-j+2 ist griBer gleich allen davor-
1iegenden Werten (falls 2<j), j<n, peL{b}, b ist eine permytierte

{
| A
t
Version von a} | |
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2u zeigen, geniigt es,
===} 3 ist sortiert ab der Stelle L{a}+l,
der Wert von a an der Stelle L{a)+l ist gréBer gleich allen davor

1iegenden Werten falls 2<1, 1<.(a}, L(a)=L(a}, a ist eine permu-
tierte Version von a :

Al

e

zu beweisen (Ersetzung: b --» a, n --» L(a), j --? 1).

A' gilt "trivialerweise".

Um {E} P; for x := t to tp do Q endfor; R {A} zu beweisen (P,Q,R ... Programme,
t1,t2 ... Terme; die Belegung von x und alle freien Variablen in tp mogen in Q

nicht gedndert werden), geniigt es, fiir eine Aussage I ("Schleifeninvariante")
folgendes zu beweisen:

(F1) {€} P {1'} .
: {wo 1' aus I durch Ersetzen von x durch t] entsteht),
{F2) {1,xstp} Q {I"} R

(wo 1" aus I durch Ersetzen von x durch (x+1} entsteht},
(F3) {1"'} R {A} -

{wo I"" aus I durch Ersetzen von x durch (to+1)} entsteht).'

{1.8.: th
v
{b,n) := {n,L(a})
for j :=1ton-ldoQ
[b ist sortiert, b ist eine permutierte Version von a}
2u zeigen, geniigt es, wenn wir z.B. 2eigen:
(F1') {} (b,n) := (n,L(a)) {I{a,b,3,})},
(F2') {1{a,b,n,j),i<n-1} Q {1{a,b,n,j+1)},
(F3'} {I{a,b,n,n)} {b ist sortiert, b ist eine permutierte Version von a}.
(Hier ist I{a,b,n,j) : €===> b ist sortiert ab n-j+2,
der Wert von b an der Stelle n-j+2 ist griBer gleich
allen davorliegenden Werten {falls j»2), )
j<, n=L(b}, b ist eine permutierte Version von a.)

(F1') giTt {vgl. Beispiel bei der Regel fiir Wertzuwaisungen).
{F3') gitt evenfalls: o] ===

-

(F2') ist eine Problemspezifikation fiir ein noch zu findendes Programm Q (das im
wesentlichen also { , Jen-1} Q| :j:j_ } erfiillen

n-j+2 n-j+l
soll}.
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(Fiir entsprechende Regein fiir die anderen Basiskonsti‘ukte von ALGOL-#hnlichen
Sprachen und eine didaktische Einfiihrung in die Programm-Verifikation siehe z.B.
Manna [32], Buchberger/Lichtenberger [14]). '

Beispiel einer Programmverifikation (im Stile *Entwickeln und Verifizieren):

Problemspezifikation: { } P {b ist sortfert, b ist permutierte Version von a
T (b geob: (JP {1 b- -

—_— e —— A e e e o o - — S —— — e — ey

{b,n) := {a,L{a)} ‘ -

for ji=1 to-n-1 do Q,

wo die induktive Behauptung naheliegend I{a,b,n,j) sein wird (man beachte, dai die
induktive Behauptung meistens auBer dem wichtigen Wissen noch eine Reihe "kleinerer®
Teilbehauptungen enthilt, deren Notwendigkeit sich meistens erst bei Durchfijhrung des
Beweises “aus technischen Grinden ergibt). '

Die Problemspezifikation und die induktive Behauptung fiihrt mit diesem Programment-
wurf gemiB den Regeln zu den Teilproblemen: (F1'), (F2'), (F3') {wobei (F1'} und
(F3') Beweisprobleme sind, wihrend (F2') ein Entwurfsproblem ist).

Beweis der Verifikationsbedingung: Sehr leicht (siehe voriges Beispiel).
{F3') gilt {stehe voriges Beispiel}.

Zur L_ﬁgugg__dgs_E_ilt!u_[f ‘sprobl ems {F2*)
s I e et B

n-j+2 7 _ n-j+l
gibt das Wissen

t t-1
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eine Idee, nimlich: Es geniigt der Entwurf eines Programmes @, welches folgende Spezi-

fikation erfiillt
{11, s} 0 Eii:] }

n-j+2 n-j+2

{d.h. Q muB im wesentlichen das Maximum von bl....,bn-j+1 an die Stelle n-j+l .
bringen).

Brauchbares Wissen, um dieses Problem zu ldsen:

sl I ol

k ” k

Dieses Wissen kann z.B. zu folgendem Programmvorschlag fiir Q fithren:

for k = 1to n-j do
_"iﬂ (bg<bye1) then (by,brsr} := {brsy,by)-

—— o — —

bedingungen, die sdmtiich mit dem skizzierten Wissen leicht zu beweisen sind (siehe
Buchberger/Lichtenberger {14]). ma

An welchen Stellen in einem derartigen VerifikationsprozeB ist nun eine Computer-
Unterstiitzung sinnveoll und miiglich? '

A ki St Tt B M T v ———

e ———— —

ist grundlegend. Beweise in diesem Bereich kinnen beliebig schwierig sein.
Computer-Unterstiitzung in diesem Bereich ist zwar wiinschenswert, um die
Beweismiihen zv verringern, hier wird aber eine Interaktion mit dem menschlichen

Problemliser notwendig und wiinschenswert sein, um Richtungen in der Problemldsung
festzulegen.

[

- dedingungen bei vorgegebenen induktiven Behauptungen und vorhandenem Programm-
Yerschlag ist ein vollstindig algorithmisierbarer Vorgang und es ist auch in
hohem Mage wiinschenswert, diesen Routinevorgang dem Menschen abzunehmen.
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3. Der Egggj;ﬂggr_ygrjijgpipgﬁgggjgggpggg_unter Verwendung des vorhandernen Grund-
wissens ist zwar als ein Beweisvordang eine fiir die Cpmputer-Unterstijtzung nicht
triviale fufgabensteliung. Die Beweise in diesem Bereich werden aber jn der Regel
viel weniger komplex sein. Relativ einfache Beweiser ("Simp1ifier“) werden hier
im Normalfall ausreichen. Es ist auch auBerordentlich viinschenswert, diese

Rout inebeweise dem menschlichen Probleml dser abzunehmen.

{4. Der Versuch, induktive Behauptungen bei gegebenem Programm automatisch zu finden,
. hat nur bei der Vorgangsweise A. einen sinn. Siehe dazu 2.B. wegbrett {49]).

Beispiel eines Beweises von algorithmisch brauchbarem Wissen:

Wir beweisen:
PR,
sxzap 1
k k
d.h. -
k+14t, - .

b ist eine permutiefte Version von 2,

b ist sortiert ab der Stelle t,

der Wert von b an der Stetle t ist griger gié?ch allen davorliegenden Werten,
der Wert von b an der Stelle k ist grifer gleich allen davorliegenden Werten,
b1

g

b' ist sortiert ab der Stelle t,

der Wert von b' an der stelle t ist griifer gleich alien dayorliegenden Werten,
der Wert von b' an der Stelle k+1 ist grifer gleich allen davorliegenden berten,
b' ist eine permutierte yersion von a, .

wobei b'="die aus b durch Vertauschen von by und bisl entstehende Folge”

(d.h. b' = spe1chern(spe1chern(b,k,bk+1).k+1.bk). wobei by etne Abkiirzung fur
lesen{b,k} ist; val. Beispiel einer impliziten Problembeschreibung).

Wir zeigen nur einen Teil der Behauptung, namlich
b* ist eine permutierte Yersion von z, d-h.
Lsnge von b' = Linge von b und
" es existiert eine Permutation b' der Linge (Ldnge von a), sodad fir alle i mit
1<iclLange von a: : .

b'i = ap'(i)*

Wegen der Annahme, daB b eine permutierte Yersion von a ist, gibt es efn p, sodaf
by = ap(1) (fur alle 1<i<Linge von a). '
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Wir definferen: p*(k) := p{k+1},
p'{k+1) :~ p(k},
p'(i) = p(i) fir alle 1 mit I<icLdnge von a, i#k, k+1.

Sei nun i#k, k+1 fix, aber beliebig. Dann gilt:
b'y = speichern(speichern(b,k,bk+1).k+1,bk)i =)
= speichern({b,k,bg41)g = * i = ap(y) = 2’ (i)
(An den Stellen *) wurden die Axiome fiir "speichern, lesen" verwendet ) ;

Sei nun i=k. Dann gilt:
»
b'y = b’y = anjchern(speichern(b,k,bk+1),k+1,bk)k ="
R ° *
= spe1chern(b,k,hk+1)k =" bray = ap(k+1) = (k) = 3 (§)-

Ahnlich behandelt man den Fall i=k+l. AuBerdem miBte man noch zeigen, dap p' eine

Permutation ist.

Beispiel eines Beweises von Verifikationsbedingungen {unter Verwendung von bereits

bewiesenem, algorithmisch brauchbarem Wissen):

Algorithmisch brauchbares Wissen:
sort(b,t),
grofer{b,t)
griBer(b,t-1)
==z)
sort(b,t-1)

(Hier haben wir abgekiirzt: b ist ab der Stelle ¢ sortiert" durch “sort(b,t)",

“der Wert von b an der Stelle t ist grtBer gleich
_allen davorliegenden Werten" durch "griBer(b,t)").

Eine der Verifikationsbedingungen. die bei der Verifikation des Teilprogramms @ im

Sortferprogramm entsteht, ist:
sort{b,n-j+2),
griBer(b,n-j+2) (falls 2<j),
Jen, nel(p), permut {a,b)
Jen-1, '
qfﬁﬁer(b,k) .
hn-jq,

i
--g)
Mft(b.n-jﬂ),
?*ﬁﬁer{h.n—j+1) {falls 2<j+1)
AL, asL(b), permut(a,b)

el _
W, L DrmmRe s S
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(permut{a,b) steht als Abkurzung fur b ist eine permutierte Yyersion von a").
grﬁBer(b,n-j+1) folgt aus griper{b,k) und n-jlken-j+1, also k=n-j+l. sort{b,n-j+1)
folgt dann aus sort{b,n-3+2), grﬁﬁer(b,n—j+2) und grﬁBer(b,n-j+1) durch “Anwenden”
des obigen Wissens. '

Man beachte den phﬁnomeno]ogischen Unterschied zwischen den beiden Beweistypen: Der
letzte Beweis war mehr oder weniger ein reiner “Rewrite"-Beweis (Ersetzen und Einset-

. zen in ahorn-K1ausen“), wihrend man im arsten Deweis an wesentlichen stellen mit dem
Existenzquantor (es existiert eine Permutation p) hantieren muBte bzw. Konzepte aus
der Mengenlehre (Quantifizieren iber Funktionen hier durch Yerwenden von |
“speiche?n“l'\esen“ umgangen) verwenden mubte.

Die Notwendigkeit, Beveistechniken anzuwenden, die die Ziel strebigkeit von
upewrite"-Beweisen zerstoren, kann man ungehen, wenn man bei der Prob1emdef1nition
sich auf eine jmplizite spefinition” der zugrunde 1iegenden Operationen, d.h. Angabe
yon als giltig vorausgesetztem, algorithmisch prauchbarem Wissen fm Stile von
Rewrite-Formeln konzentriért. Dies ist eine der wesentlichen Grundentscheidungen im
stanford PASCAL verifikationssystem (Luckham et al. (3], suzuki [481)

Be1sgie1 einer Definition des sortierbegriffes im Rewrite-Stil:
sort(b,1), permut(a,b) «asd b ist sortierte version von a.

_ sort{b,L(b)+1).
sort(b,t), grﬁBer(b.t). grﬁﬂer(b,t-l) «==p sort(b,t-1)-
sort(b,t), ist, ket, groper(b,t) == sort(vertausche(b.i,k),t).

grﬁsar(b,l).
grﬁﬂer(b,t), by sbt+l ==z} grﬁBer(b,t+1). :
groger(d,t), by?beel uxx} grﬁBer(vertausche(h,t,t+1),t+1).

speichere(spe1chere(b,i,bk),k.hi} = vertausche(b,i,k].

permut(vertausche(b,i,k},b).

permut{a,a)-

' permut(a,b) 4 permut(b,a).

permut(a,b), permut(b,é} am=) permut(a,c).

Diese Eigenschaften des sortierbegriffs und von in diesem Begriff {nvolvierten
Begriffen sind ausreichend, tm die sich im friheren Beispiel ergebenden Yerifika-
t {onsbedingungen zu bewelisen. '






