
Übungen Analysis Wintersemester 2023
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Aufgabe 17 Beweisen Sie Lemma 1.41: Für alle n ∈ N0 und x ∈ [−1,∞) gilt

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Zeigen Sie weiter: Gleichheit gilt in obiger Ungleichung genau dann, wenn n ∈ {0, 1} oder x = 0.

Aufgabe 18 Beweisen Sie den Satz des Pythagoras:

Seien c die Länge der Hypothenuse und a,b die Längen der Katheten eines ebenen
rechtwinkeligen Dreiecks. Dann gilt: a2 + b2 = c2.

Aufgabe 19 Berechnen Sie die exakten Werte von

a) sin
(
π
4

)
b) cos

(
tan−1( 12 )

)
c) sin

(
cos−1( 23 )

)
.

Aufgabe 20 Im Beispiel 3.11, 4. Unterpunkt, wird limn→∞
n2+1
2n2+2 berechnet. Studieren Sie diese

Rechnung und beweisen Sie danach:

Es sei cn = pn

qn
eine rationale Folge, also ein Quotient zweier polynomialer Folgen

pn =

r∑
j=0

ajn
j und qn =

s∑
k=0

bkn
k

wobei aj , bk ∈ R und ar sowie bs je ungleich 0 sind.1 Dann ist

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

∑r
j=0 ajn

j∑s
k=0 bkn

k
=


0 für r < s
ar

bs
. . . r = s

sgn
(
ar

bs

)
· ∞ . . . r > s.

Aufgabe 21 Beweisen Sie Satz 3.10.2 und .3:

Seien (an) und (bn) Folgen mit limn→∞ an = a, limn→∞ bn = b und λ ∈ R. Dann gilt:

• (λan) ist konvergent mit limn→∞ λan = λa und

• (anbn) ist konvergent mit limn→∞ anbn = ab.

Aufgabe 22 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

a) limn→∞

√
n+1

16n+1

b) limn→∞(−1)n 1−n2

1−n3

c) limn→∞
1+2+···+n

n2 .

1Demnach hat pn den Grad r und den Leitkoeffizienten ar.



Aufgabe 23 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

a) limn→∞
2n2+3n+1
4n2−5n−1

b) limn→∞
5n2−n+1

−5n3+5n2+4n−1

c) limn→∞
(
4n− (2n−1)2

n

)
d) limn→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
.

Aufgabe 24 Berechnen Sie limn→∞
sinn
n .


