5 Innere-Produkt-Raume
und Fourier-Approximation

In diesem Kapitel betrachten wir immer Vektorraume iiber dem Korper der reellen
Zahlen R oder dem Korper der komplexen Zahlen C.

5.1 Was ist ein IP-Raum ?

Definition 5.1.1: Sei V' ein Vektorraum iiber R. Fin inneres Produkt oder Skalarpro-
dukt auf V ist eine binare Abbildung vom Vektorraum V in den Grundkorper R,
f:V? — R, geschrieben als f(z,y) = (x|y), sodass fiir alle x,2',y € V und alle a« € R
folgendes gilt:

1) (z+2'|y) = (zly) + (@'|y);

(
(2) {azly) = alzly);

(3) (ylz) = (zly);

(4) (x|z) > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0.

Unter einem reellen inneren Produktraum verstehen wir einen Vektorraum V' tiber
R, auf welchem ein inneres Produkt (.|.) erklart ist.
In analoger Weise konnen wir ein inneres Produkt auf einem Vektorraum V' iiber C be-
trachten, also eine bindre Abbildung von V' in den Grundkérper C; wir miissen nur die
Eigenschaft (3) ersetzen durch die Eigenschaft (3):

(3) (lz) = (xly),

wobei ¢ die komplex konjugierte Zahl zu c ist (man beachte, dass daraus wegen (x|z) =
(z]x) folgt (x|x) € R, also die Bedingung (4) sinnvoll ist).
Unter einem komplexen inneren Produktraum verstehen wir einen Vektorraum V'
iiber C, auf welchem ein inneres Produkt (.|.) erklért ist.

Abktirzend nennen wir einen inneren Produktraum einfach IP-Raum. ]

Wir erinnern daran, dass fiir eine komplexe Zahl ¢ = a+bi die die komplex konjugierte
Zahl die Gestalt ¢ = a — bi hat. Fiir eine reelle Zahl r gilt 7 = r. Wir koénnen also
die Eigenschaft (3) auch fiir einen reellen Vektorraum mit innerem Produkt fordern, sie
wird in diesem Fall einfach zu (3). Wir werden also meist einfach von (3) sprechen, im
komplexen Fall aber darunter (3) verstehen.

Lemma 5.1.2: Sei V ein (reeller oder komplexer) IP-Raum mit innerem Produkt (.|.),
und K der Grundkorper, also K = R oder K = C. Dann gelten auch die folgenden
Beziehungen fiir alle x,y,y' € V und a € K:

(5) (zly +9) = (zly) + (z]y),
(6) (z|ay) = alz]y),
(7) (x|0y) = 0= (Ov]y).
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Beweis: zu (5): wegen (1) und (3) haben wir

(Zly +v') =y +¢|z) = (ylz) + (y'|x) = (z|y) + (=]y’) .

zu (6): wegen (3) und (2) haben wir

(zlay) = {aylr) = afylz) = alylr) = alzly) .
zu (7): (x|0y) = (z|0-0y) =0 (x|0y) = 0. Analog fiir (Oy|y). i
Beispiel 5.1.3: Auf dem reellen Vektorraum R” ist die Abbildung

(1) R® x R* —» R
<(5E17 s axn)|(y1> S 7y7’b)> = Z?:1 TilYi

offensichtlich ein inneres Produkt. Es heisst das kanonische innere Produkt oder
kanonische Skalarprodukt auf R".
Auf dem komplexen Vektorraum C™ ist die Abbildung

(].): Cr'xC"— C
((z1, - zn) (e, .oy wy)) = D00 205

offensichtlich ein inneres Produkt. Es heisst das kanonische innere Produkt oder
kanonische Skalarprodukt auf C". |

Beispiel 5.1.4: (a) Seien a,b € Rmit a < bund sei V' = C([a, b], R) der reelle Vektorraum
der stetigen Funktionen von [a,b] nach R. Aus elementaren Eigenschaften des Integrals
leitet man her, dass die Abbildung von V' x V nach R, definiert durch

b
(f.9) = (flg) = / fg.

ein inneres Produkt auf V' = C([a, b],R) ist.
(b) Ebenso ist auf dem reellen Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich
n, also Pol,(R), die Abbildung

(n@H@m—A}q

ein inneres Produkt. |

Beispiel 5.1.5: Fiir n x n Matrizen A ist die Spur (trace) definiert als
spur(A) = Z @i -

Mittels der Abbildung
(A|B) = spur(BTA) = Z a;;bij

ij=1

136



wird der reelle Vektorraum Mat,, ., (R) zu einem inneren Produktraum.
Mittels der Abbildung o
(A|B) = spur(BTA)

wird der komplexe Vektorraum Mat,, s, (C) zu einem inneren Produktraum. ]

Definition 5.1.6: Sei V' ein (reeller oder komplexer) IP-Raum. Fiir jedes x € V
definieren wir die Norm von x als die nicht-negative reelle Zahl

[zl = v (zlz) .

Wir nennen ein x € V normiert, wenn || z ||= 1.
Fiir x,y € V definieren wir den Abstand (Distanz) zwischen x und y als

d(z,y) =llz—yl . =

Aus der Eigenschaft (4) folgt sofort: || z |[=0 < z = 0y.

Beispiel 5.1.7: Sei R? der reelle IP-Raum unter dem kanonischen inneren Produkt.
Dann gilt offensichtlich fiir x = (z1, z5)

lall = /o1 +23,

also || « || ist der Abstand von z zum Ursprung (0, 0).
Ebenso gilt fir y = (y1, y2)

lo—y = Ve =)+ (2 — y2)?
also || # — y || ist der Abstand zwischen z und y. O
Satz 5.1.8: Sei V' ein IP-Raum. Dann gilt fiir alle x,y € V und alle Skalare \:
) Az [ = [AL = f;
(ii) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) ' [(z|y)| < |z | - v ||;
(iii) (Dreiecksungleichung) ||z4+y || < |z |+ v ]|-

Beweis: ad (i): || Az ||>= (Az|Az) = A\(z|z) = [A]? || = ||%.
ad (ii): Die Beziehung ist trivial fir z = Oy. Sei also nun = # 0, und daher auch || z ||# 0.

Sei weiters
Gl
| |2

(le) = le) ~ AT Gela) = 0.

Dann ist zunachst

Daraus folgt

0 <[[z|*= (zlz) = (zly)
= (ly) — i aly)
= (yly) — 54

und somit offensichtlich die Behauptung.
! Augustin L. Cauchy (1789-1857), Hermann A. Schwarz (1843-1921)
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ad (iii): es gilt

lz+yl? = (z+ylz+y)
(z]x) + (zly) + (ylz) + (yly)
|2 (17 +(zly) + (zly)+ ||y 1P
| 2 [1? +2ve(z|y)+ || y |17

< Al P +2Kzly) |+ 1l y P

< lziP+2lzlyl+1yl

= =+l
Dabei haben wir fiir die zweite Ungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt.
Daraus folgt nun sofort die Dreiecksungleichung. ]

Beispiel 5.1.9: (a) Im inneren Produktraum R™ unter dem kanonischen inneren Produkt
bedeutet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

n n n
|Z$zyz| < 2%2 ny .
i—1 i—1 i—1

(b) Im inneren Produktraum C([a,b],R) mit dem Integral als innerem Produkt (vgl.
Beispiel 5.1.4(a)) bedeutet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

!/abf-g! < \//abf?-\//abg?,

also eine Integralabschatzung. ]

Definition 5.1.10: Sei V' ein innerer Produktraum. x,y € V heissen orthogonal genau
dann, wenn (z|y) = 0. Wir schreiben dafiir v L y.

FEine Teilmenge S von V' \ {0} heisst eine orthogonale Teilmenge bzw. ein Ortho-
gonalsystem genau dann, wenn jedes Paar verschiedener Elemente von S orthogonal ist.
Eine orthonormale Teilmenge bzw. ein Orthonormalsystem von V' ist ein Orthog-
onalsystem S, sodass || x ||= 1 fiir jedes x € S.

Beispiel 5.1.11: (a) Bzgl. des kanonischen inneren Produkts bilden die kanonischen
Basen von R"™ und C" orthonormale Teilmengen. In R? etwa sind zwei Vektoren z =
(1, 22),y = (y1,y2) orthogonal genau dann, wenn x1y; + z2y2 = 0. Geometrisch bedeutet
das, dass die Gerade vom Nullpunkt durch x senkrecht liegt zur Geraden vom Nullpunkt
durch y.

(b) Die Matrizen E;; bilden eine orthonormale Teilmenge des inneren Produktraums der
n X n Matrizen aus Bsp. 5.1.5. O

Satz 5.1.12: Sei V ein innerer Produktraum und S eine orthogonale Teilmenge, welche
nicht den Nullvektor enthalt. Dann ist S linear unabhangig.

Beweis: Sei also S C V' \ {0} orthogonal und seien z1,...,z, € S. Aus

i=1
folgt fir jedes j € {1,...,n}

Nz 1P= Naslag) = (=) Naleg) = = Adalz;) = 0.

J# JFi
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Somit muss fiir alle j der Linearkoeffizient A\; = 0 sein, d.h. § ist linear unabhéangig. o

Satz 5.1.13: Sei V' ein innerer Produktraum und sei {bi,...,b,} eine orthonormale
Teilmenge. Dann gilt fiir alle x € V:

Z (z|b)]* < ||z |* . (Bessel — Ungleichung)

Beweis: Sei z :=x — Y. {x|b;)b;. Dann gilt

0 < (z]2)
= (zle = 2 (@lbi)bi) — iy (wlbi) - (bilw — 325 (x]b;)bs)
= (zlr) = Xy (wlba)elb) — 2 {xlbi) - ((xlbs) — (w]b) - (bilbi))
= (zlr) — Dy (xlbi)(z|bi)
(R D DR (G O
Satz 5.1.14: Sei V ein innerer Produktraum, sei B = {by,...,b,} eine orthonormale
Teilmenge, und sei W = span(B). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

) xeW;

(2) Do Kalba)* =l 2 |1%;

(3) &= > iy (x[bi)bi;

(4) (zly) =D 0 (z|bi)(bi]y) fiir alley € V. (Parseval-Identitét)

(1

4

Beweis: (2) = (3): sei z so wie im Beweis von Satz 5.1.13. Gilt die Gleichheit in (2),
dann ist z = 0. Das ist gleichbedeutend mit (3).
(3) = (4): ist = = > (x]b;)b;, dann gilt fiir alle y € V

n n

(wly) = O (wlbbily) = > (wlbi) (bily) -

i=1 i=1

(4) = (2): folgt sofort aus (4) fir y = x.
(3) = (1): offensichtlich.
(1) = (3): ist @ =", \ib;, dann gilt fir jedes j € {1,...,n}

Ajzzn:Mbiw Z)\b]b (z|b;).
=1

D.h. es gilt (3). m

Ein Skalarprodukt erzeugt also eine Norm auf einem reellen oder komplexen Vektor-
raum. Wir konnen aber auch die wesentlichen Eigenschaften einer solchen Norm zur
abstrakten Definition eines normierten Vektorraums heranziehen.

Definition 5.1.15: Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum, also K = R oder
K = C. Eine Abbildung || ||: V' — {x € R|x > 0} heisst eine Norm auf V' genau dann,
wenn fiir alle x,x' € V, A € K gilt
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(1) || = ||> 0, mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0,
@) Az [|= Al [ = ],
3) |z+2" [|[<|| x| + ||« | (Dreiecksungleichung).

Ist auf V' eine Norm definiert, so heisst V' ein normierter Vektorraum.

Beispiel 5.1.16: Wir haben oben schon gesehen, dass jedes Skalarprodukt eine Norm
induziert. Aber nicht jede Norm ist von einem Skalarprodukt induziert. Ein Beispiel
dafiir ist die Maximumsnorm etwa auf R?:

I (2,9) llmax := max(|z], |y]).

Es gibt kein Skalarprodukt auf R?, welches die Maximumsnorm induziert. ]

Mittels eines Skalarprodukts konnen wir auch vom Winkel zwischen zwei Elementen
eines Vektorraums sprechen. Dieser so eingefiihrte Begriff des Winkels stimmt im Fall
von R? mit dem allgemein iiblichen Begriff {iberein.

Satz 5.1.17: Sei V ein reeller IP-Raum. Dann gilt fiir alle x,y € V' \ {0}

),

-1 <{— <1.
(R

Beweis: das folgt unmittelbar aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Satz 5.1.8(ii). o

Definition 5.1.18: Sei V' ein reeller IP-Raum und seien x,y zwei vom Nullvektor ver-
schiedene Elemente von V. Dann heisst der in [0, 7| eindeutig bestimmte Winkel o mit

der Winkel zwischen = und y, geschrieben als o = Z(z,y).

Satz 5.1.19: Der Winkel zwischen zwei Vektoren in einem reellen IP-Raum ist un-
abhangig von der “Lange” des Vektors. Insbesondere kénnen wir die Vektoren normieren
vor der Bestimmung des Winkels:

z Y ..
L(x,y) = L(m,m) firallex,y €V, x # 0 # y.

Beweis: Aufgrund der Gesetzméssigkeiten in einem IP-Raum gilt

Z | Y 1
S A o e 7 AR 1)
TS Izl . vl . ‘
I Tl - Tyl I Wzl Tl -1yl
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. |

Satz 5.1.20: In R? mit dem kanonischen Skalarprodukt ist der Winkel zwischen zwei
Vektoren unabhédngig von Rotation. Dazu schreiben wir (in isomorpher Weise) die Vek-
toren als Spaltenvektoren. Wir betrachten fiir zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren
x = (z1,72)" und y = (y1,y2)" die um den Winkel 6 rotierten Vektoren (vgl. Kap. 2.1)

_ [ cost sinf\ [z _ [ cosl sinf\ (i
0=\ _sin® cosh T o YT\ _sing cosh ys )
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Dann gilt Z(z,y) = Z(xa,yp)-
Beweis: Aus den trigonometrischen Rechengesetzen sieht man
(zolys) = Tayn +wayp = (xly)  und g =l [, [[yo 1=l y I -

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. ]

Aufgrund dieser Invarianzen reicht es aus, in R? etwa den Winkel zwischen einem
Vektor # = (21, x2) der Lange (Norm) 1 und dem Vektor e; = (1,0) zu betrachten. Durch
Skizzierung auf dem Einheitskreis sieht man sofort, dass in der klassischen analytischen
Geometrie fiir den Winkel a0 zwischen x und e; gelten sollte

cos o = 1.

Das ergibt sich offensichtlich auch aus obiger allgemeiner Definition angewandt auf diesen
Spezialfall:
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5.2 Orthonormalbasen und Fourier-Approximation

Definition 5.2.1: Sei V' ein innerer Produktraum. FEine orthonomale Basis oder
Orthonormalbasis von V' ist eine orthonormale Teilmenge, welche eine Basis von V
darstellt.

Beispiel 5.2.2: Die kanonischen Basen in R™, C", Mat,,«,(R), Mat,,«,(C) sind orthonor-
male Basen. O

Definition 5.2.3: Sei A € Mat,,»,(R) oder A € Mat,,,,(C). Die Matrix A heisst ortho-
gonal, falls die Zeilen von A bzgl. des kanonischen Skalarprodukts eine Orthonormalbasis
von R™ bzw. C" bilden. Orthogonale Matrizen iiber dem Komplexen nennt man auch
unitir. (Vgl. dazu Def. 2.1.26.) i

Man beachte, dass fiir orthogonale Matrizen nicht nur die Orthogonalitat der Zeilen
gefordert wird, sondern deren Orthonormalitéat.

Beispiel 5.2.4: Rotationsmatrizen (vgl. Kap. 2.1)

R cosf sinf
9 = \—sinf cosb
sind orthogonale Matrizen.
Die Matrix

bewirkt eine Spiegelung um die z-Achse:

“ () ()

Solche Spiegelungsmatrizen sind ebenfalls orthogonale Matrizen. |

Jeder endlichdimensionale innere Produktraum besitzt eine orthonormale Basis. Eine
solche orthonormale Basis kann auch aus einer gegebenen Basis konstruiert werden durch
den sogenannten Gram-Schmidt Orthonormalisierungsprozess.

Satz 5.2.5 (Gram-Schmidt Orthonormalisierungsprozess): Sei V' ein innerer
Produktraum. Fiir jeden Vektor x # 0 verwenden wir die Bezeichnung «* = z/ || x ||. Sei
X = {x1,...,x} eine k-elementige linear unabhangige Teilmenge von V, und seien die
Vektoren y; (1 <i < k) definiert als

Y=,
ya = (w2 — (walyn)yn)”,
' k-1 .
e = (e = 20 (enlyi) i)
(vergleiche Satz 5.2.8 und Def. 5.2.9).
Dann ist Y = {yi,...,yr} eine orthonormale Basis fiir span(X).

Beweis: Per Induktion iiber j, 1 < j <k, zeigt man leicht:
span(yi, ..., y;) = span(zy, ..., z;) .
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Die Induktionsbasis j = 1 ist klar. Zf;ll (z;|lyi)y; ist laut Induktionshypothese in

span(zy, ..., x;—1). Also ist wegen der linearen Unabhéngigkeit der xy,. .., x) der Vektor
j—1
yj = (zj — Z<$j|yi)y¢)*
i=1
ungleich dem Nullvektor und in span(zy,...,z;) \ span(zy,...,z;—1). Es gilt also

span(zy, ..., x;) = span(ys, . .., y;).

Offensichtlich ist aufgrund der Konstruktion jedes y; normiert.

Es bleibt also nur mehr zu zeigen, dass Y ein Orthogonalsystem ist. Wir beweisen das
mittels Induktion tiber k.

Fir £ = 1 ist die Behauptung trivial.

Als Induktionshypothese nehmen wir nun an, dass fiir ein r > 2 die Menge {y1,...,y,_1}
orthogonal ist.

Setzen wir nun

r—1
Qp = || Ty — Z(xr|yz>yz || )
i=1
dann sehen wir aus der Definition von vy,
r—1
ArlYy = Ty — Z<xr|yz>yz .
i=1
Daher gilt fiir jedes 57 < r
r—1
artely;) = (el =D (@ly)wily) = (xaly;) — (@ly) = 0.
i=1

Nun ist aber a, # 0, und daher ist (y,|y;) = 0.
Somit ist {yi,...,y,} orthogonal. o

Korollar: Jeder endlichdimensionale innere Produktraum hat eine orthonormale Basis.

Beweis: Man wende den Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsprozess an. |
Beispiel 5.2.6: (a) Im inneren Produktraum R? bzgl. des kanonischen inneren Produkts
gehen wir aus von der Basis

r1=(0,1,1), xo=(1,0,1), x3=(1,1,0).

Daraus wollen wir eine orthonormale Basis {yi, 92, y3} konstruieren mittels des Gram-
Schmidt-Orthonormalisierungsprozesses.

Zunéchst setzen wir
X1

1
g = ——— = —(0,1,1).
lzif V2

Danach bestimmen wir

T2 — <x2|y1>y1 = (1707 1) - \/L§<(170a 1>|(07 17 1))%5(07 17 1)
= (1,0,1) — %(0,1,1)
= %(27_171> )



und erhalten durch Normalisierung

1
Yo 1= —(2,-1,1).

V6
Schliesslich bestimmen wir
2
XT3 — (x3|y2>y2 - (w3!y1>y1 = 5(1, 1, _1)7

und erhalten durch Normalisierung

1
ys = —(1,1,—1).

V3

Somit haben wir eine orthonormale Basis {41, y2, 3} gefunden.
(b) Sei F' = {f1 =1, fo = z, f3 = ?} Basis eines Teilraums W des reellen Vektorraums
V = (C(]0,1],R) bzgl. des Skalarprodukts

(flg) / fgdx .

Wir wollen mithilfe des Gram-Schmidt Orthonormalisierungsprozesses eine orthonormale
Basis G fiir W berechnen:

g1 = f1 =1,
92 = (fa = (folg1) -9 )*22\/_(95—%)»
g5 = (fs — (fslgr) -1 — (fslg2) - 92)* = 6VB(a2 —z+3).

O

Satz 5.2.7 (Pythagoras): (Pythagoras von Samos, ca 580-500 v.Chr.) Sei V ein IP-
Raum und x,y orthogonale Elemente in V' \ {0}, also x L y. Dann gilt

le+y =1l +1yl* .

Beweis: || x +y |I*= (z + ylz +y) = (zl) + (=ly) + Wlo) + @wly) =l = P+ [y > ©

Im folgenden geben wir zu einem Vektor v € V' und dem von einer Orthonormalbasis
aufgespannten Teilraum W die “beste” Approximation in W zu v an.

Satz 5.2.8: Sei S = {s1,...,Sm} ein Orthonormalsystem im IP-Raum V. Sei v € V und
sei vg ==Y .~ (v]s;)s;. Dann gilt fiir alle t € span(S):

(i) (v—vs) Lt
(i) [v—vs| <[lv—t]
Beweis: zu (i): Seit =", A;s;. Dann gilt
(v —wslt) = (v[t) = (vslt)

SO Xi(vlsi) = S0 (v]si) (silt)
= Y Ai(vlsi) — 2o (vlsi) (si| Assi)
= Y Avls) — 200 Ai(ulsi)

= 0.
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zu (ii): t — vg € span(S), also wegen (i) ist
v—ovg L t—uvg.

Weiters haben wir
v—t = (v—uvg)+ (vs — 1) .

Wegen Satz 5.2.7 (Pythagoras) gilt also
lo—tlF=lv—uvs*+vs—t|,
und daher

[o=t | > v=vs | =

Bemerkung: Wenn wir also den Gram-Schmidt Orthogonalisierungsprozess noch einmal
betrachten, so sehen wir, dass wir jeweils die besten Approximationen von x; auf den bisher
erzeugten Teilraum span{y,...,y;_1} betrachten, und y; dann die normierte Version von
x; minus diese beste Approximation ist.

Definition 5.2.9: Sei S = {si,...,s,} ein Orthonormalsystem im IP-Raum V. Sei
v €V und sei vg := Y ;" (v|s;)s;. Der Vektor vg heisst die orthogonale Projektion
von v auf span(S) oder die Fourier- Approximation (Jean-Baptiste Fourier, 1768-1830)
von v bzgl. S. Wie wir oben gesehen haben ist vg die beste Approximation zu v in span(S).
Fiir x € span(S) heisst die Identitédt (3) in Satz 5.1.14

n

r = Z(x]&)sl

=1

die Fourier-Entwicklung von = bzgl. S.
Die Skalare (x|s;) heissen dabei die Fourier-Koeffizienten von x.

Beispiel 5.2.6 (Fortsetzung): Wie in 5.2.6(b) betrachten wir den Teilraum W von V.
Nun wollen wir fiir
h = !

die Fourierentwicklung bzgl. der Basis G von W, also die beste Approximation A’ zu h in
W berechnen:

= (hlg1) - g1 + (hlga) - g2 + (h|g3) - g3
0 e

Satz 5.2.10: Sei V ein endlichdimensionaler innerer Produktraum der Dimension n. Zu
jeder orthonormalen Teilmenge {x1,...,xy} gibt es Tgi1,...,x, € V, sodass {x1,...,z,}
eine orthonormale Basis von V ist.

Beweis: Man erweitert {zy,..., 2} zu einer Basis von V und wendet darauf Gram-
Schmidt an. Dabei bleiben die Elemente x4, ..., x; unverandert. O
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Definition 5.2.11: Seien V' und W innere Produktraume iiber demselben Korper. Ein
Vektorraumisomorphismus f : V' — W ist ein innerer Produktisomorphismus genau
dann, wenn f innere Produkte erhalt, also wenn gilt

(f(@)[f(y)) = (zly) fiir alle z,y € V.

Satz 5.2.12: Seien V und W endlichdimensionale innere Produktraume tiber demselben
Kérper mit dim(V) =n = dim(W), sei B = {by,...,b,} eine orthonormale Basis von V,
und sei f € Hom(V, W) eine lineare Abbildung.

Dann ist f ein innerer Produktisomorphismus genau dann, wenn f(B) =
{f(b1), ..., f(bn)} eine orthonormale Basis von W ist.

Beweis: "=": Ist f ein innerer Produktisomorphismus, dann ist f(B) sicherlich eine
Orthonormalbasis von W.

7<": Sei also nun f(B) eine Orthonormalbasis von W. Dann ist f auf jeden Fall einmal
ein Vektorraumisomorphismus von V nach W. Fiir alle x € V wenden wir die Fourier-
Entwicklung bzgl. der Orthonormalbasis B an und erhalten

(F@If b)) = (FO2iy (lba)bi) | £ (D))
= <Z?:1<m|bi>f(bi)|f<bj)>
= i (b (£ (0] f (b))

= (alby) -

Ebenso erhalten wir (f(b;)|f(z)) = (b;|z). Wendet man nun Satz 5.1.14(4) (Parseval-
Identitét) sowohl in V' als auch in W an, so ergibt sich

(F@If(@) = 2 (F@If O FO)If(Y)
= D1 (xlb)(bily)

= (zly) -
Somit ist f also ein innerer Produktisomorphismus. |

Beispiel 5.2.13: Wir betrachten noch ein Beispiel zur Fourierentwicklung. Als IP-Raum
nehmen wir C([0, 27}, R) mit dem in Beispiel 5.1.4(a) definierten inneren Produkt

o= [ so.

Die Funktionen e(x), si(x), cx(x) seien erklart als
e(r) =1, sg(zr) =sin(kz), cx(z) =cos(kx) firk e N\ {0} .

Dann ist )
S={e} U {sp]l <k} U {c|1 <k}
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eine orthogonale Teilmenge von C([0, 27],R) (Details siehe Ubungen).
Normieren wir die Elemente in S, so erhalten wir das Orthonormalsystem

S = { }u{ sp | 1<k} U {—=c|1<k}
/ \/_ \/_
(man beachte, dass die Elemente von S Funktionen von [0, 27| nach R sind).
Sei nun W, der (2n + 1)-dimensionale Teilraum von C([0,27], R), welcher aufgespannt
wird durch die Orthonormalbasis

={—=} U {—= sk]1<k<n}u{—ck|1<k<n}
e VT

Dann erhalten wir die beste Approximation zu einer Funktion f(z) € C([0,27],R) als das

Element

fn(x) =

1 . 1
— sin(kz) + Z g2 —= cos(kx)
k=1

1
"Var v VT

wobei
Ao = <f(x |\/127T \/127 f f

Meq = (f(z )|\/1Esm (kz)) f )sin(kz)de V1<k<n,
)\k,2:<f(x)]\/i%cos f Jeos(kx)dx V1<k<n.

Ist f(x) unendlich oft differenzierbar, dann ist ( fn(2))n>1 eine Cauchy-Folge mit Limes
f(z). Wir konnen also dann schreiben

1
flz) = N—=— +Z/\’“ sm (k) + Z)‘“ cos(kx) .

k>1 k>1 ﬁ

Das ist die Darstellung der Funktion f(x) als Fourier-Reihe. m
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