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Ubungen zu
Lineare Algebra fiir Physiker(innen)

2. Ubungsblatt fiir den 16.10. 2017

Zeigen Sie, die folgenden Aussagen iiber die Teilbarkeitsrelation ganzer Zahlen
(Skriptum, Satz 1.2.6):

Fiir von 0 verschiedenen natiirliche Zahlen a, b gilt
(e) alb = a <b.

Die Beispiele 10 bis 13 behandeln Beziehungen zwischen Mengen, das heifit, alle
Symbole (ausgenommen Indizes) stehen fiir irgendwelche Mengen. Der Buchstabe
U bezeichne eine Universalmenge; A ist das Komplement von A in U (e, ACU
und A=U\ A).

Beweisen Sie die folgenden Aussagen (Satz 1.3.6).

(a) ADNBC AC AUB;

(b) A\ B C A;

() AAB = (A\B)U(B\A);

(d ACB < ANB=A < AUB=B.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen iiber die symmetrische Differenz.

Beweisen Sie die folgenden Vertriglichkeitsgesetze.

(a) AU(ANB)=A=AnN(AUB);

(b) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCOC);
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC);
A

N(BAC) = (ANB)A(ANC);

Zeigen Sie die Giiltigkeit der De Morganschen Gesetze (Satz 1.3.8):
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(a) AUB=ANBund ANB=AUB;

(b) Ui Ai = M) A und ) i = U, 4:

14. Das “Sieb des Eratosthenes”:
Mit folgender Vorschrift kann man bequem alle Primzahlen bis n bestimmen:

(i) lege eine Tabelle T" aller natiirlichen Zahlen bis n an, beginnend mit
der kleinsten Primzahl p = 2;

(ii) eliminiere in T alle durch p teilbaren Zahlen;

(iii) gehe zur néchsten Zahl p der (jetzt kleineren) Tabelle — falls es kein
weiteres p gibt, sind wir fertig;

(iv) gehe zu (ii).

Mithilfe dieser Sieb-Methode kann man z.b. die Anzahl der Primzahlen bis n, 7(n),
berechnen.

(a) Probiere dieses Sieb fiir nicht zu grosses n aus.

(b) Freiwilliger Bonuspunkt: Implementiere das Sieb als Computerprogramm. Be-
rechne damit 7(n) numerisch und verifiziere numerisch, dass 7(n) ~

~ o

(c) Das asymptotische Verhalten von 7(n) kann auch streng bewiesen werden (zu
kompliziert fiir einen Ubungszettel). Dazu benétigt man, dass die (auch in der
Physik wichtige) Riemannschen Zeta Funktion ((z), z komplex, fiir Re[z] > 1
definiert werden kann iiber

C(z)=> k7 (1)

((2z) hat namlich eine interessante Verbindung zu den Primzahlen:
Zeige, dass sich ((z) auch als folgendes Produkt schreiben lassen kann

o= Il ==

p prim

Inspiriert vom obigen Sieb, gehe folgendermassen vor: dividiere Gl.(1) durch
x = 2% und subtrahiere das Ergebnis von GIL.(1). Welche Terme werden dabei
eliminiert? Wiederhole mit x = 3% usw. Konvergiert diese Vorschrift?



