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Neue Beispiele:

66. Fourierentwicklung.
Gegeben ist der IP-Raum C([0, 2π],R) (reelle Funktionen von [0, π] nach R) mit dem inneren
Produkt 〈f |g〉 =

∫ π
0 dxf(x)g(x). Wir definieren folgende Funktionen in C([0, 2π],R), wobei k ∈ N\0:

ē(x) = 1 , s̄k(x) = sin(kx) , c̄k(x) = cos(kx)

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionen ē, s̄k, c̄k ein Orthogonalsystem sind. Bilden Sie aus diesem
Orthogonalsystem ein Orthonormalsystem e, sk, ck.

(b) Sei S = {e, s1, . . . , sn, c1, . . . , cn} eine endliche Teilmenge des Orthonormalsystems aus (a).
Die Fourierapproximation einer Funktion f ∈ C([0, 2π],R) bezüglich des Orthonormalsystem
S ist im Skriptum in 5.2.9 definiert. Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten für die Funktion

f(x) = 1−
(x
π
− 1
)2

Wie gut ist die Fourierapproximation für z.B. n = 3?

(c) Bonusfrage: Welches auf den trigonometrischen Funktionen sin und/oder cos basierende Or-
thonormalsystem wäre für die Funktion f in (b) geeigneter? Mit geeignet meinen wir, dass
man mit möglichst wenigen Fourierkoffizienten eine gute Approximation von f bekommt.

67. Sei V ein IP-Raum. Zeigen Sie, dass für x, y ∈ V gilt: ||x+ y|| ≥ | ||x|| − ||y|| |.

68. Seien x0, x1, . . . , xn ∈ R paarweise verschiedene und y0, y1, . . . , yn ∈ R. Zeigen Sie, dass es genau
ein Polynom p(x) ∈ Poln(R) gibt, das diese Koordinaten (xi, yi) interpoliert, sodass also gilt:
∀0 ≤ k ≤ n : p(xk) = yk.
Hinweis: Vandermonde Determinante.


