2 Matrizen und .
Systeme Linearer Gleichungen

2.1 Matrizenalgebra

Ein Hauptziel der Vorlesung zur Linearen Algebra besteht darin, Aussagen iiber die
Losungsmenge linearer Gleichungssysteme zu machen. Etwa ob das Gleichungssystem

2c — y + z = 1
z + vy - 2z = -1
3r — 3y + 3z = 1

eine Losung hat. Dabei ist es natiirlich unerheblich, wie wir die Variablen nennen, sie
sind in gewisser Weise nur Platzhalter. Wesentlich ist nur das System der Koeffizienten
auf der linken Seite der Gleichungen, und die Werte auf der rechten Seite. Solche Systeme
von Koeffizienten und rechten Seiten schreiben wir als rechteckige Systeme von Zahlen,
sogenannte Matrizen. Mit Matrizen lasst sich hervorragend rechnen und auf diese Weise
die Losungen des Gleichungssystemes gestimmen.

In diesem ganzen Kapitel 2.1 sei R ein kommutativer Ring mit Einselement 1.

Definition 2.1.1: Seien m und n positive ganze Zahlen. Eine Matrix A mit m Zeilen
und n Spalten, oder kurz eine m x n Matrix, iiber R ist ein rechteckiges Schema von
Elementen von R der Form

a1 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Das Element a;; in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A nennen wir oft auch das (i, j)-te
Element von A. !

Die Menge der m x n Matrizen iiber R bezeichnen wir mit Mat,,.,(R) oder — wenn R
aus dem Kontext klar ist — einfach mit Mat,,,«p,.

Elemente a € Mat;y,, oder b € Mat,, 1 heissen Vektoren. a ist ein Zeilenvektor, b ist
ein Spaltenvektor.

m x n heisst die Dimension der Matrix A. O

Oft bezeichnen wir eine Matrix A wie in der Definition einfach als
(aij)mxn .

Beispiel 2.1.2: Wir betrachten Matrizen iiber R.
(i) Die 3 x 3 Matrix

1 1 1
A=|2 22 23
3 32 3
1Streng formal kénnten wir eine m xn Matrix definieren als eine Funktion A : {1,...,m}x{1,...,n} —

R. Das Element a;; ist dann einfach A(¢, j). Wir werden aber im folgenden dennoch die eher informalen
Begriffe aus Definition 2.1.1 verwenden.
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kann auch geschrieben werden als A = (a;;)3x3 mit a;; = /.
(ii) Die variable 3 x 3 Matrix

B =

o O R
o8 8
8 8 8

kann auch geschrieben werden als B = (b;;)3x3 mit

ho_ 1w falls © < g
Y1 0 sonst.

(iii) Die n x n Matrix

1 0 0

e 0 0

o= € e 1 0
en— 1 6n—2 en—3 1

kann auch geschrieben werden als C' = (¢;;)5xn mit

o et fallsi > j
Y10 sonst.

(iv) Das Kroneckersymbol ¢;; (fiir i, 7 € N) ist definiert als

s _ 1 fallsi=
“ 0 sonst.
Die Matrix
10 - 0
01 0
]m - (5ij)m><m = . . . € Matmxm
00 --- 1
heisst die (m x m)-Identitats- oder Einheitsmatrix. m

Bisher ist Mat,, x,(R) nur eine Menge. Um sie zu einer Algebra zu machen, definieren
wir Operationen + und - fiir Matrizen und auch eine Skalarmultiplikation mit Elementen
aus R. Elemente auf dem zugrundeliegenden Korper (hier R) heissen auch Skalare.

Definition 2.1.3: Seien A = (a;;) und B = (b;;) in Mat,,«,(R). Die Summe A+ B der
Matrizen A und B ist die Matrix C' = (¢;;) € Maty,x,(R) mit

VZ,j Gy = Qg + bij . O

Beispiel 2.1.4: In Maty,»(Q) gilt etwa

—1 0N, (1 2)_(0 2
9 -9 -1 0) " \1 =2/ H
Satz 2.1.5: In Mat,,«,(R) gilt:
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(i) + ist kommutativ, also VA,B: A+ B=B+ A .
(ii) + ist assoziativ, also VA,B,C: A+ (B+C)=(A+B)+C . O

Beweis: Wegen der Kommutativitat und Assoziativitat von “+” in R. O
Wegen Satz 2.1.5(ii) schreiben wir einfach A4+B+C statt A+(B+C') oder (A+B)+C.

Satz und Definition 2.1.6: Sei N = (n;;) € Mat,,x,, mit n;; = 0 fiir alle ¢, j. Dann gilt
fiir alle m x n Matrizen A: A+ N = A. N ist die einzige Matrix in Mat,,y, mit dieser
FEigenschaft. N heisst die m x n Nullmatrix, auch geschrieben als 0,,,, oder einfach 0.
O

Satz und Definition 2.1.7: In Mat,, v, gibt es fiir jede Matrix A = (a;;) eine eindeutig
bestimmte Matrix B = (b;;), sodass A+ B = 0,,x,. Fiir diese Matrix B gilt: Vi,j : b;; =
—a; ;. B heisst die additive Inverse von A, und wir schreiben sie auch als —A. o

Ebenso wie bei Zahlen schreiben wir meist A— B statt A+(—B). Die bindre Operation
“—" heisst Subtraktion.

Definition 2.1.8: Sei A = (a;;)mxn eine Matrix itber R und A € R. Das Skalarprodukt
von A und )\, \A, ist definiert wie folgt:

AA = ()\G,Z])an . O

Satz 2.1.9: Seien A, B € Mat,,x, und A\, u € R. Dann gilt:
(i) M(A+ B) = A+ \B,
(i) (A + p)A = XA+ uA,
(i) A(pA) = (An)A,
(iv) (~1)A = A,
(v) 0A = 0pxn- ]

Definition 2.1.10: Seien A = (a;;) € Mat,,«, und B = (b;;) € Mat,,. Das Produkt
A- B von A und B ist die Matrix C' = (¢;) € Maty,x, mit

n

Vi,kﬁl Cikzzaij'bjk- O

j=1
Die Operation - heisst Multiplikation.

Ebenso wie bei Zahlen schreiben wir ein Produkt A - B oft einfach als AB. Man
beachte, dass Matrizen A und B nur dann multipliziert werden konnen, wenn A soviele
Spalten hat wie B Zeilen hat. Insbesondere folgt aus der Multiplizierbarkeit von A und
B nicht, dass auch B und A multipliziert werden konnen.

Beispiel 2.1.11: Seien A und B die folgenden Matrizen tiber R:

2
010
A:<231)’B:
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A und B kénnen multipliziert werden (A hat soviele Spalten wie B Zeilen hat), und wir
erhalten dabei die folgende 2 x 2 Matrix:

AB — 0-2+1-1+0-1 0-0+1-2+0-1Y\ (1 2
S \2:2+43-1+1-1 2:0+3-2+1-1) \8 7)°

In diesem speziellen Fall konnen wir auch B und A (in dieser Reihenfolge) multiplizieren,
erhalten dabei aber die folgende 3 x 3 Matrix:

2-0+0-2 2-140-3 2-04+0-1 0 20
BA=|1-04+2-2 1-142-3 1-04+2-1) =14 7 2 O
1-0+1-2 1-14+1-3 1-0+1-1 2 4 1
Beispiel 2.1.12: Fiir die Matrizen
01 10
=0 0) m-(0)
erhalten wir die Produkte AB = 0949 und BA = A. O

Satz 2.1.13: Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ, falls sie iiberhaupt definiert
ist. Also fiir m,n,p,q € N* gilt:

VA € Matmyn, B € Matyyy, C € Mat,x, : A(BC) = (AB)C . O

Beweis:

n p

Z azk BC Z Qi Z bktct] Z Z aikbktctj =

k=1 t=1

p

> Zalkbkt Crj = Z(AB)% ¢ty = ((AB)C);j. 0

t=1 t=1

Wegen Satz 2.1.13 schreiben wir einfach ABC statt A(BC') oder (AB)C. Weiters
schreiben wir A" statt AA--- A (n mal). Dabei ist A° = I (das neutrale Element bzgl.
der Matrizenmultiplikation, wie wir gleich sehen werden).

Satz 2.1.14: Die Matrizenmultiplikation ist distributiv bzgl. der Matrizenaddition. Also
wenn die folgenden Summen und Produkte definiert sind, dann gilt

A(B+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC | O

Beweis:

[ B+C Zazk B—|-C Zazk bk]—Fij Zaikbkj+z AifCj = AB+AC .o

k=1 k=1
Die Skalarmultiplikation kann in ein Matrizenprodukt hineingezogen werden.
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Satz 2.1.15: Ist das Produkt AB definiert, dann gilt fiir alle A € R:

MAB) = (\A)B = A(\B) . o

Definition 2.1.16: Eine Matrix A heisst quadratisch, wenn sie gleich viele Zeilen wie
Spalten hat, also wenn A € Mat,, ., fiir ein n € N*, O

Satz und Definition 2.1.17: Sei I,, = (9, ;) € Mat,,«, wie in Beispiel 2.1.2(iv). Dann
gilt fiir alle n x n Matrizen A: A-1, =1,- A= A. I, ist die einzige Matrix in Mat,,,,
mit dieser Eigenschaft. I, heisst die (n x n)-Einheitsmatrix oder Identitatsmatrix.
Ist n aus dem Kontext klar, so schreiben wir statt I,, auch einfach I. |

Aus den obigen Sdtzen kénnen wir sehen, dass Mat,,»,(R) ein Ring mit Einselement
ist. Dieser Ring ist aber nicht kommutativ und er enthélt Nullteiler (vgl. Beispiel 2.1.12).

Satz 2.1.18: Die Menge der quadratischen Matrizen Mat,,«,, mit den Operationen “+”
und “” bildet einen Ring. Dieser Ring ist nicht kommutativ und enthalt Nullteiler.

Definition 2.1.19: Wir sagen, dass die beiden Matrizen A und B kommutieren, wenn
gilt AB = BA.

Beispiel 2.1.20: Nicht nur ist Mat, «, nicht-kommutativ und enthalt Nullteiler. Es
treten auch noch andere (etwa in Zahlenbereichen) ungewohnliche Eigenschaften auf. Ist
etwa R ein Korper, so gilt fiir jeden Skalar A € R*

0 AN\/0 X
At oo) vt o) =R

15 hat also unendlich viele Quadratwurzeln, falls R ein unendlicher Korper ist. O

In I, steht an jeder Position in der Diagonale 1, und an jeder Position ausserhalb der
Diagonale 0. Solche speziellen Matrizen, welche nur in der Diagonale von 0 verschieden
sind, spielen in der Linearen Algebra eine wichtige Rolle.

Definition 2.1.21: Eine quadratische Matrix D = (d;;)nxn heisst Diagonalmatrix,
wenn d;; = 0 fiir alle 1 # j. |

Definition 2.1.22: Ist A eine m x n Matrix, dann ist die Transponierte A” von A die
n X m Matrix, deren (i, j)-tes Element das (j,i)-te Element von A ist. Ist also

A= (aij)mxn )

dann ist
AT = (aji>n><m . O

Satz 2.1.23: Wenn die jeweiligen Summen und Produkte definiert sind, dann gilt
(i) (AT =A, (A+B)T=AT+ BT, (\A)T =)AT, (AB)T = BTAT
(ii) (A(B+ C))T = BTAT + CT AT
(ii) (A™)T = (AT)" fiir alle n € N.
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Beweis: ad (i): das einzig Interessante ist (AB)T = BT AT, Sei A = (aij)mxn, B = (bki)nxe-

B)?"S - Z a’r’tbt57 also [(AB>T]UU = Z avtbtu .
t=1 t=1

n

[BTAT]UU = Z(BT ut AT thuavt .

t=1
ad (ii) und (iii): folgt inmittelbar aus (i). m

Definition 2.1.24: Eine quadratische Matrix A ist symmetrisch, wenn A = A”.
Eine quadratische Matrix A ist schiefsymmetrisch, wenn A = — AT,

Satz 2.1.25: Fiir jede quadratische Matrix A gilt:
(i) A+ AT ist symmetrisch,
(ii) A — AT ist schiefsymmetrisch,

(iii) A kann auf eindeutige Weise ausgedriickt werden als Summe einer symmetrischen
und einer schiefsymmetrischen Matrix.

Beweis: (1) (A+ AT)T = AT + A wegen Satz 2.1.23.

(iii) A =2(A+ AT) + (A — AT).

Zur Elndeutlgkelt Selen U,U symmetrisch, V, V schiefsymmetrisch, mit
U+V = A =U+V.

Dann ist U — U symmetrisch und V — V schiefsymmetrisch, und es gilt U = U =V — V.
Das geht nur fiir die Nullmatrix. ]

Rotationsmatrizen

Wir betrachten die Rotation des Koordinatensystems um den Winkel ¢ gegen den
Uhrzeigersinn. Sei P = (x,y) ein Punkt im ersten Quadranten der Ebene. Sei r der
Abstand des Punktes P vom Ursprung, und sei o der von der Verbindungslinie OP und
der z-Achse eingeschlossene Winkel.

Wir berechnen die Koordinaten (2/,3’) des Punktes P im neuen (um den Winkel ¢
gedrehten) Koordinatensystem. Es gilt

r=rcosq, y=rsina.

Im neuen Koordinatensystem haben wir

' = rcos(a—1) =rcosacost +rsinasing = xcosd + ysind,

y = rsin(a— ) =rsinacos? —rcosasinyd = ycosd — xsind.

Diese Gleichungen, welche die Koordinaten z’, ¢ im neuen Koordinatensystem ausdriicken
in Termini der Koordinaten x, y des alten Koordinatensystems und des Winkels ¢, konnen
mittels Matrizenschreibweise geschrieben werden als

2"\ ([ cos?¥ sind T
y' ) \—sind cosd/) \y/) °

46



Figure 1: Rotation des Koordinatensystems um

Die 2 x 2 Matrix

—sind  cos?d

Ry — ( cos ¥ Sinﬁ)
heisst Rotationsmatrix um den Winkel 9J. Sie hat die Eigenschaft
RyRY = I, = RYRy .
Damit ist sie ein Beispiel fiir eine sogenannte orthogonale Matrix.
Definition 2.1.26: FEine n x n Matrix A heisst orthogonal, wenn

AAT =1, =ATA.

Nehmen wir nun an, dass wir zwei Rotationen hintereinander ausfiihren wollen.
Zunéchst werden die Koordinaten (z,y) transformiert in (z’,y’) durch Rotation um den
Winkel ¢, und anschliessend wird (z’,y’) transformiert in (2”,y”) durch Rotation um ¢.
Es ergibt sich also

"\ cosp singp x
(y”) ~ \—sing cosyp y’)
B cosp singp costv sind\ (z\ _ [ cos(p+V) sin(p+9)) [«
~ \—sing cosgp —sin?  cos 19) (y) N (— sin(p +v) cos(p + 19)) <y

Zwischenrechnung Matrizenprodukt (letzte Gleichung):

cospcost) —sinpsing  cospsind 4 cossing

~~ ~~

cos(p+19) sin(p+1)
—singcost — cospsinty  —sin psinv + cos ¥ sin
—sin(p+9) cos(p+19)

Die Hintereinanderausfithrung von Rotationen kann also beschrieben werden durch das
Produkt der betreffenden Rotationsmatrizen. Dabei spielt die Reihenfolge keine Rolle,
Rotationsmatrizen kommutieren also wechselseitig, d.h.

RyR, = Ry, = R, Ry ,
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wie sich leicht mittels der trigonometrischen Additionstheoreme nachweisen lasst.

Beispiel 2.1.27: Wir betrachten etwa die durch die Gleichung
T — y2 =1

beschriebene Hyperbel. Wenn wir diese Hyperbel um 7/4 (also 45°) rotieren, wie sieht
dann die Gleichung der rotierten Hyperbel aus? Dazu beobachten wir zunéchst, dass die
Rotation der Hyperbel um 7 /4 gleichbedeutend ist mit der Rotation des Koordinatensys-

tems um —7/4, es gilt also
x’ x
=R_, .
(y> a (y>

Wenn wir nun unter Ausnutzung der Beziehung
Rﬂ’/4R77r/4 = Rﬂ'/4R77T/4 =Ry =1,

die obige Gleichung mit ./, multiplizieren, so erhalten wir
T Z 11 2
()= (0) -1 2) ()
() Yy 2 B Y

ZE——I'—f— / y———x+_

7 Vi R

Die Gleichung 2% — y? = 1 wird also transformiert in die neue Gleichung

also

also in
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2.2 Systeme linearer Gleichungen

Wir wenden uns nun dem Problem der Losung linearer Gleichungssysteme zu.

Beispiel 2.2.1: Wir betrachten etwa das folgende System linearer Gleichungen:

y + 2z = 1 (1)
r — 2y + z = 0 (2
3y — 4z = 23 (3)

Multiplizieren wir die Gleichung (1) mit 3 und subtrahieren die neue Gleichung von (3),

so erhalten wir
—10z = 20 .

Daraus sehen wir, dass z = —2 sein muss. Aus Gleichung (1) folgt damit y = 5 und
weiters aus Gleichung (2) z =2y — z = 12.

Definition 2.2.2: Wir betrachten das folgende System von m linearen Gleichungen
(SLG) in n Variablen iiber dem Kérper K:

a;1ry +  appry + -+ apx, = b

Am1T1 + ApmaZ2 + 0+ Qpp®np = bm
wobei a;;,b; € K fiir alle i, 7. Wir schreiben dieses lineare Gleichungssystem auch als
A-xz=0b,

wobei
A: (a,ij)an, xr = (fL‘l,...,QTn)T, b: (bl,...,bm)T .

Die m x n Matrix A heisst die Koeffizientenmatrix des Systems, der Vektor b heisst
die rechte Seite des Systems. Das Gleichungssystem heisst homogen, wenn die rechte
Seite der Nullvektor ist; ansonsten heisst das Gleichungssystem inhomogen.

Fiigen wir zur Koeffizientenmatrix A die rechte Seite b als weitere Spalte hinzu, so erhalten
wir die erweiterte Matrix A|b € Mat,,,(n+1) des Gleichungssystems.

Ein Vektor a = (ay,...,a,)T € Mat,»1(K) heisst Losungsvektor oder einfach Losung
dieses Gleichungssystems, wenn gilt

Aa=0b.

FEin Losungsvektor heisst nichttrivial, wenn er verschieden ist vom Nullvektor. O

Im folgenden wollen wir eine systematische Methode erarbeiten, um zu entscheiden,
ob ein gegebenes Gleichungssystem tiberhaupt Losungen hat, und gegebenenfalls alle
Losungen zu bestimmen. Diese Methode heisst das Gauflsche Eliminationsverfahren,
benannt nach Carl Friedrich Gaufl (1777-1855).
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Definition 2.2.3: Sei A eine Matrix. Jede der folgenden Operationen (und nur diese)
ist eine elementare Zeilenoperation auf A:

(1) Vertauschung zweier Zeilen;
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem von 0 verschiedenen Skalar;

(3) Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Geht die Matrix B aus A hervor durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenopera-
tionen, so nennen wir B zeilenaquivalent zu A.

Analog kann man natiirlich auch elementare Spaltenoperationen definieren. Geht die
Matrix B aus A hervor durch eine endliche Folge von elementaren Spaltenoperationen, so
nennen wir B spaltendquivalent zu A. ]

Elementare Zeilenoperationen konnen umgekehrt werden. Die Zeilendquivalenz ist
also eine Aquivalenzrelation auf Matrizen gleicher Dimension.

Satz 2.2.4: Wenn die erweiterte Matrix A’|b’ aus A|b durch eine elementare Zeilenoper-
ation hervorgeht, so haben die linearen Gleichungssysteme

Ar=0b und Az=1V
dieselben Losungen.

Beweis: Seien a; = (a1, ...,a;), 1 <i < m die Zeilen von A, bzw. a; = (aly,...,a},),
1 <i < m die Zeilen von A’. Wegen der Symmetrie geniigt es zu zeigen, dass jede Losung
von Ax = b auch Losung von A’z = b’ ist.

Fall (i): @) = aij,a; = aj, V) = b;,b; = b; und aj, = a,b), = by fiir alle & # 4,j.
Offensichtlich ist jede Losung von Az = b auch Losung von A’z =¥,

Fall (ii): a} = Aa;, b, = A\b; und a) = ay, b), = by fiir alle & # i. Offensichtlich ist jede
Losung von Ax = b auch Losung von A'x =1,

Fall (iii): a}|b; = a;|b; + a;|b; und ay|by, = ay|by fiir alle k # j. Offensichtlich ist jede
Losung von Ax = b auch Losung von A'x =1/, ]

Die elementaren Zeilenoperationen haben eine Entsprechung in termini von Matrizen-
multiplikation.

Definition 2.2.5: Eine nxn Elementarmatrix ist eine Matrix, welche aus I,, hervorgeht
durch eine der elementaren Zeilenoperationen. Insbesondere bezeichnen wir (fiir fixes n)

(1) mitV;; die n x n Matrix, welche aus I,, hervorgeht durch Vertauschen der i-ten und
der j-ten Zeile,

(2) mit M, die n x n Matrix, welche aus I,, hervorgeht durch Multiplikation der i-ten
Zeile mit dem von 0 verschiedenen Skalar A,

(3) mit A, ; die n x n Matrix, welche aus I,, hervorgeht durch Addition der i-ten Zeile
zur j-ten Zeile. O

Beispiel 2.2.6: Typische 3 x 3 Elementarmatrizen sind etwa

010 100 100
Vio=|[10 0], Ms={03 0], As=(0 10
00 1 00 1 10 1
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Was passiert nun, wenn wir diese Elementarmatrizen von links etwa mit der Matrix

1 2
A=13 4
5 6
multiplizieren?
3 4
Vig-A=11 2 also die Zeilen 1 und 2 werden vertauscht
5 6
1 2
Mys-A=19 12 also Zeile 2 wird mit 3 multipliziert
5 6
1 2
Ais-A=13 4 also Zeile 1 wird zu Zeile 3 addiert
6 8

Satz 2.2.7: Sei A eine Matrix mit m Zeilen. Dann kénnen die elementaren Zeilenop-
erationen auf A durch Multiplikation von links mit m x m Elementarmatrizen erreicht
werden.

(1) V; ;A ist die Matrix, welche aus A hervorgeht durch Vertauschen der i-ten und der
j-ten Zeile.

(2) M; A ist die Matrix, welche aus A hervorgeht durch Multiplikation der i-ten Zeile
mit dem Skalar \.

(3) A; ;A ist die Matrix, welche aus A hervorgeht durch Addition der i-ten Zeile zur

j-ten Zeile.
Beweis:
ad (i):  i-te Zeile von V; - A: (0...010...0)A = (aj...aj,)
1 j-te Stelle
j-te Zeile von V; ; - A: (0...010...0)A4A = (a1 .- apn)

1 i-te Stelle
k-te Zeile (k #i,5) von V; ;- A: (0...010...0)A = (ak ... aky)
1 k-te Stelle
ad (ii): i-te Zeile von M; ) - A: (0...0X0...0)A = (Aaj1 ... Aa,)
1 i-te Stelle
k-te Zeile (k # i) von M; - A: (0...010...0)A = (ak1 - .. Qkn)
1 k-te Stelle

ad (iii): fiir ¢ = j siehe (ii), A = 2. Sonst
j-te Zeile von A; ; - A: (0...010...010...0)A = (a; + aj1 ... Qin + ajn)
tio 1
k-te Zeile (k # j) von A;; - A: (0...010...0)A = (ak; ... akn)
1 k-te Stelle O
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Satz 2.2.8: Sei A € Mat,,x, und b € Mat,,»1. Sei E eine m x m Elementarmatrix, und
sei (A'|b') := E(A|b). Dann haben die Gleichungssysteme

Ar=b und Az=1V

dieselben Losungen.
Beweis: wegen Satz 2.2.4 und Satz 2.2.7. ]

Wir wollen nun mittels einer Folge von elementaren Zeilenumformungen (bzw. eine
Folge von Multiplikationen mit Elementarmatrizen, vgl. Satz 2.2.8) ein gegebenes lineares
Gleichungssystem

Ax =10

umformen (ohne dabei die Losungsmenge zu édndern) in ein dquivalentes Gleichungssystem
Bx =c,

sodass im transformierten System die Losungen einfach abgelesen werden konnen.

Definition 2.2.9: Unter einer Matrix in Zeilenstaffelform verstehen wir eine Matrix
der Form

a1; a2 s A1n

21 Q22 ce A2n
A= ,

Am1 Am2 e Amn

zu welcher es einen Index k gibt, 0 < k < m, sodass

o Vi>FE1<p<n: a,=0
(alle Zeilen nach der k-ten sind Nullzeilen);

e fiir jeden Zeilenindex i, 1 <1 < k, gibt es einen Spaltenindex n;, 1 < n; < n, sodass

a;; = 0 fiir j < mn; und a;,, # 0 ;

e die n; nehmen strikt monoton zu, also

Vi<i<k: n; < MNjyq .

Wir nennen die Elemente a;,, die Staffelelemente der Matrix.

Beispiel 2.2.10: Die folgende Matrix ist in Zeilenstaffelform:

11302901
00040351
A=10 0 0 0 0 1 1 1
000O0O0OO0OO0® O
000O0O0O0O0®O

Der zugehorige Index k ist 3. Dabei sind n; = 1,no = 4,n3 = 6. Die Staffelelemente sind
ai; = 1,a24 = 4,a3 = 1.
Die m x n Nullmatrix ist in Zeilenstaffelform. Der zugehorige Index k ist 0. ]
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Satz 2.2.11: Mittels elementarer Zeilenoperationen kann jede Matrix A in eine Matrix
in Zeilenstaffelform transformiert werden.

Beweis: Ist A die Nullmatrix, so ist A offensichtlich in Zeilenstaffelform (k = 0).

Sei also nun A eine von der Nullmatrix verschiedene m x n Matrix. Wir betrachten die
erste Spalte von A (von links her), welche nicht der Nullvektor ist. Durch eine geeignete
Vertauschung von Zeilen erreichen wir, dass in dieser Spalte das erste Element verschieden
von 0 ist. Wir erhalten also eine Matrix der Form

0O --- 0 bll b12 .. blk

in welcher gilt by; # 0.
Nun subtrahieren wir, fir i = 2,3,...,n, die 1. Zeile b;;/b;; mal von der i-ten Zeile.
Durch diese Kombination von Elementaroperationen wird die Matrix B transformiert in
eine Matrix der Form

0 -+ 0 by bio - by
o 0 - 0 0 ¢y -+ cCop
0 - 0 0 Cma ~ Cok

Wenn wir nun mit der (m — 1) x (k — 1) Matrix (¢;;) rekursiv so verfahren wie mit der
Ausgangsmatrix A, so erhalten wir schliesslich das gewiinschte Ergebnis. |

Aus dem Beweis von Satz 2.2.11 kénnen wir einen Algorithmus (ein Rechenverfahren)
extrahieren, um aus einer beliebigen Matrix eine aquivalente Matrix in Zeilenstaffelform
herzustellen. Dieses Verfahren heisst das Gauf3lsche Eliminationsverfahren. Es ist
das wichtigste Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme.

Zu einer Matrix A gibt es i.a. nicht “die” dquivalente Matrix in Zeilenstaffelform. Das
sieht man etwa daran, dass man im ersten Schritt des Gauflschen Eliminationsverfahrens
i.a. auswahlen kann, welche Zeile man zur 1. Zeile macht. Im folgenden fiihren wir mit
der Hermite-Matrix eine Form ein, die eindeutig bestimmt ist.

Definition 2.2.12: Eine m X n Matrix ist eine Hermite-Matrix bzw. ist eine Matrix
in reduzierter Zeilenstaffelform, wenn

e A eine Matrix in Zeilenstaffelform ist,
e alle Staffelelemente (vgl. Def. 2.2.9) 1 sind, und

e alle Elemente oberhalb von Staffelelementen (in derselben Spalte) 0 sind.

Beispiel 2.2.13: Durch elementare Zeilenoperationen konnen wir die Matrix A aus
Beispiel 3.10 transformieren in die Hermite-Matrix

113020 -9 -8
000100 1/2 —1/2
B=|looooo1 1 1
000000 O 0
000000 0O 0



Satz 2.2.14: Mittels elementarer Zeilenumformungen lésst sich jede Matrix A trans-
formieren in eine aquivalente Hermite-Matrix.

Beweis: Sei Z die zu A dquivalente Matrix in Zeilenstaffelform (nach Satz 2.2.11). Divi-
diere jede von der Nullzeile verschiedene Zeile in Z durch das Staffelelement dieser Zeile;
somit sind dann alle Staffelelemente 1. Durch geeignete Subtraktion von Vielfachen dieser
Zeilen eliminiert man alle Eintrage oberhalb der Staffelelemente. |

Diese Hermite-Form ist genau das, was wir bei der Losung von Systemen linearer
Gleichungen brauchen. Um aber geeignet iiber diese Losungen sprechen zu konnen, fiihren
wir zunachst noch einige Begriffe ein.

Definition 2.2.15: Seien a1 = (a11,...,a1), -+ ,0n = (Qm1, - - ., Gnn) Zeilenvektoren,
und seien A\q, ..., \,, € K Skalare. Dann ist der Zeilenvektor
m
a = Z /\iai
i=1
eine Linearkombination von a, ..., a,,.

Auf analoge Weise definieren wir Linearkombinationen von Spaltenvektoren.

Beispiel 2.2.16: Der Zeilenvektor
(2,-3,1) =2(1,0,0) — 3(0,1,0) + 1(0,0, 1)

ist eine Linearkombination der Zeilen der Einheitsmatrix /3. Offensichtlich ist jeder Zeilen-
vektor der Lange 3 eine Linearkombination der Zeilen von I3.
Ebenso ist jeder Spaltenvektor der Lange 3 eine Linearkombination der Spalten von I3. O

Definition 2.2.17: Die Zeilenvektoren aq, . .., a,, der Linge n heissen linear abhangig,
wenn es Skalare A1, ..., \,, € K gibt, von denen mindestens einer von () verschieden ist,
sodass sich der Nullvektor der Liange n mittels dieser Skalare als Linearkombination der
a; schreiben lasst; also
m
On = Z )\iai
i=1

Ist das nicht der Fall, so heissen die Vektoren a,...,a, linear unabhangig.
Auf analoge Weise definieren wir lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit fiir Spal-
tenvektoren.

Beispiel 2.2.18: Die Zeilen bzw. Spalten der Einheitsmatrix I,, sind linear unabhangig.
Die Spalten der Matrix

1 20 3

011 2

101 2
sind linear abhangig, da die 4. Spalte die Summe der ersten drei Spalten ist. Die ersten
3 Spalten aber sind linear unabhangig. |

Ist einer der Vektoren a;,1 < ¢ < p, der Nullvektor, dann sind die a; offensichtlich
linear abhangig.
Es ist sinnvoll fir eine Summe tber einen leeren Indexbereich den Wert 0 festzusetzen
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(weil 0 das neutrale Element bzgl. der Addition ist). So ist also der Nullvektor die Lin-
earkombination von 0 Vektoren. Man beachte das im folgenden Satz.

Die leere Menge von Vektoren ist linear unabhangig. Fur I = () gibt es namlich offen-
sichtlich keinen Skalar \;,7 € I, sodass mindestens ein \; verschieden von 0 ist.

Satz 2.2.19: Seien ay, ..., a, Zeilenvektoren gleicher Lange, p > 1. Folgende Aussagen
sind dquivalent (FAA):

(i) Die Vektoren as,...,a, sind linear abhingig.
(ii) Einer der Vektoren a; kann ausgedriickt werden als Linearkombination der anderen.

(iii) Es gibt einen Vektor, der durch (mindestens) 2 verschiedene Linearkombinationen
von ay, . . ., a, ausgedriickt werden kann.

Beweis: (i) = (ii): Seien nicht alle A;,1 < A < p, gleich 0, und

i=1

0.B.d.A. sei \; # 0. Dann gilt

P
ar = (=Ai/M)a;

=2

(il) = (iii): 0.B.d.A. sei
aq :/\2a2+---+)\pap .

Dann lasst sich der Nullvektor auf 2 verschiedene Weisen ausdriicken:

Oay +---+0ap, = 0= —la; + Agag + -+ + A\pay .

(iii) = (i): Ergeben zwei verschiedene Linearkombinationen denselben Vektor, also

P P
E Aia; = E Hi@i
i=1 =1

so lasst sich der Nullvektor nichttrivial schreiben als

p
0= Z(/\z — Hi)ai
i=1
die Vektoren ay, ..., a, sind also linear abhéangig. |

Korollar: Die Zeilen (bzw. Spalten) einer Matrix sind linear abhdngig, g.d.w. eine aus
den anderen durch elementare Zeilenoperationen (Spaltenoperationen) erzeugt werden
kann.

Beweis: Jede Linearkombination der Zeilen (bzw. Spalten) entspricht einer Folge von
elementaren Zeilenoperationen (Spaltenoperationen). ]
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Definition 2.2.20: Der Zeilenrang einer Matrix A ist die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Zeilen der Matrix A. Wir schreiben dafiir rang,(A).

Beispiel 2.2.21: Der Zeilenrang der Nullmatrix 0,,,,, ist 0.
Der Zeilenrang der Identitatsmatrix I, ist n.
Der Zeilenrang der Matrix

12 0 0
21 -1 1
5> 4 =2 2

ist 2. Die 3 Zeilen sind linear abhangig, aber die 1. und 3. Zeile sind linear unabhangig.
O

Satz 2.2.22: Elementare Zeilenoperationen verandern den Zeilenrang einer Matrix nicht.
Sind also A und B zeilendquivalent, so gilt rang,(A) = rang,(B).

Beweis: Offensichtlich hat die Vertauschung zweier Zeilen keinen Einfluss auf die maxi-
male Anzahl linear unabhangiger Zeilen.

Ist nun etwa die k-te Zeile eine Linearkombination von p anderen Zeilen, so ist auch das
A-fache (A # 0) der k-ten Zeile so eine Linearkombination; und umgekehrt.

Schliesslich nehmen wir an, dass wir die i-te Zeile zur j-ten Zeile addieren, und so die
neue j-te Zeile erhalten. Also

Aus . .

(0 Mdr) + XA = (D0 MA) + i+ )4

k=1,kj k=1,k+i
sehen wir, dass Ay, ..., Aj, ..., A, linear unabhangig sind g.d.w. Ay, ..., A, ..., A} linear
unabhangig sind. Die Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile hat also keinen Einfluss
auf den Zeilenrang einer Matrix. ]

Satz 2.2.23: Jede Matrix kann mittels elementarer Zeilenoperationen in eine eindeutig
bestimmte Hermite-Matrix transformiert werden.

Zwel Matrizen A und B sind also zeilenaquivalent g.d.w. sie dieselbe zugehorige Hermite-
Matrix haben.

Beweis: Es gentigt zu zeigen:
“Sind A, B zwei zeilendquivalente (A ~ B) Hermite-Matrizen, dann A = B”

Seien also A ~ B zwei Hermite-Matrizen der Dimension m x n.

Die Nullmatrix ist nur zu sich selbst zeilendquivalent. Ist also A oder B die Nullmatrix,
dann gilt A = B.

Fiir den Fall “A, B # 0” verfahren wir mittels Induktion iiber n:

n = 1: in diesem Fall gibt es nur eine Hermite-Matrix, namlich
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Induktionsannahme: “Sind A ~ B Hermite-Matrizen der Dimension m x (n—1), so sind
A=B"

Induktionsschritt n — 1 — n: Seien nun A ~ B Hermite-Matrizen der Dimension m X n,
also

A = (aij)mxn, B — (bij>m><n .

Fiir ein Produkt von Elementarmatrizen F' gilt also
B=F-A.

Seien A, B die Matrizen, welche aus den ersten n — 1 Spalten von A bzw. B bestehen,

~

A= (aij)mx(n—1)7 B = (bij)mx(n—l) .

A ~ B sind Hermite-Matrizen mit n — 1 Spalten, also wegen der Induktionshypothese gilt

A=1B.

Es bleibt also zu zeigen, dass auch die n-ten Spalten von A und B iibereinstimmen.

Der Zeilenrang einer Hermite-Matrix ist offenbar die Anzahl der von 0 verschiedenen
Zeilen. Wegen A ~ B ist rang,(A) = rang,(B) (Satz 3.22), also A und B haben dieselbe
Anzahl von Staffelelementen, etwa

rang,(A) = r =rang,(B) .

Dann ist
X A r—1 (1)
rang,(A) = rang,(B) = oder
r (2) .
Im Fall (1) gibt es in den letzten Spalten von A und B nur eine 1,
Qin 0 bzn
arp | =11 =]|bn |, also A=DB.
Amn 0 bmn

Im Fall (2): wegen B = F'A lasst sich jede Zeile von B schreiben als Linearkombination
von Zeilen von A:

k=1

Also gilt das auch fiir die Zeilen von A = B:

T

(ail ce am_l) = (bzl ce bin—l) = Z)\k(akl .. .akn_l) fur 1 S 1 S .
k=1

Die ersten r Zeilen von A sind aber linear unabhéngig, also

Ai=1 und N =0firj#c.
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Somit ist (b1 ... bin) = (a1 ... i), insbesondere a;, = by, fir alle 1 <7 <m, also A = B.
]

Korollar: Der Zeilenrang einer Matrix ist die Anzahl der vom Nullvektor verschiedenen
Zeilen in einer Zeilenstaftelform der Matrix.

Wir untersuchen nun den Effekt von elementaren Spaltenoperationen.

Satz 2.2.24: FEine elementare Spaltenoperation auf einer m x n Matrix A kann erreicht
werden durch Multiplikation von rechts mit einer geeigneten Elementarmatrix. Dabei
multipliziert man genau mit derjenigen Elementarmatrix, welche dieser Spaltenoperation
entspricht.

Beweis: analog zu Satz 2.2.7. |

Definition 2.2.25: Der Spaltenrang einer Matrix A ist die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Spalten der Matrix A. Wir schreiben dafiir rang,(A).

Satz 2.2.26: FElementare Spaltenoperationen verandern den Spaltenrang einer Matrix
nicht. Sind also A und B spaltendquivalent, so gilt rang (A) = rang,(B).

Beweis: Analog zu Satz 2.2.22. |

Satz 3.27: Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix A sind invariant sowohl unter ele-
mentaren Zeilen- als auch Spaltenoperationen.

Beweis:  Elementare Spaltenoperation haben keinen FEinfluss auf die lineare Un-
abhangigkeit von Zeilen. Das ist offensichtlich fiir Vertauschung und Verlambdafachung
von Spalten. Es gilt auch fiir die Addition einer j-ten Spalte zur k-ten Spalte:

r r
Z)\i(aﬁ...aij...aik...am) =0 <= Z)\i(aﬂ...aij...aik—i—aij...am) =0.
i=1 i=1

Ebenso haben elementare Zeilenoperationen keinen Einfluss auf die lineare Un-
abhangigkeit von Spalten. ]

Satz 2.2.28: Zeilenrang und Spaltenrang einer Matrix sind gleich. Fiir eine beliebige
Matrix A gilt also:
rang,(A) = rang (A) .

Beweis: Sei A eine beliebige aber fix gewahlte m x n Matrix.
Wir transformieren A mittels Zeilenoperationen zur Hermite-Matrix H(A). Wegen Satz
3.27 gilt

rang,(A) = rang,(H(A)) =:r, rang,(A)=rang,(H(A)) .

Mittels Spaltenoperationen transformieren wir H(A) in eine Matrix der Form

I, *
Omfr,r Omfr,nfr ’

[7" Or,nfr
b= (Omr,r Omr,nr) '
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Wir wissen
rang,(A) =rang,(B) =r und rang,(A)=rang(B)=r .

Also rang,(A) = rang,(A). i

Definition 2.2.29: Aufgrund des Satzes 2.2.28 sprechen wir einfach vom Rang einer
Matrix A, also von der maximalen Anzahl linear unabhangiger Zeilen bzw. Spalten von

A.
Korollar zu Satz 2.2.28: Fiir jede Matrix A gilt: rang(A) = rang(A7T).

Aus dem Beweis des Satzes 2.2.28 sieht man, dass sich jede Matrix A in eine Matrix

der Form
I, 0O
0 0

transformieren lasst mittels Multiplikation von links und rechts durch jeweils ein Produkt

von Elementarmatrizen. Also
I, 0
paa= (5 ). .

Dabei ist r der Rang der Matrix A. Die Matrizen P und @ in (1) kénnen systematisch
berechnet werden, indem man auf das Schema

I,

A I,
elementare Zeilen- und Spaltenoperationen anwendet. Ist N die Normalform von A, so
erhalt man schliesslich

Q

N P
Die Matrizen P und @ sind jedoch im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Definition 2.2.30: Die Matrix auf der rechten Seite der Gleichung (1) heisst die Nor-
malform von A. Zwei m x n Matrizen A und B heissen aquivalent, wenn sie dieselbe
Normalform haben, bzw. wenn rang(A) = rang(B). i

Zwei Matrizen sind also dquivalent, wenn sie durch elementare Zeilen- und Spaltenum-
formungen ineinander transformiert werden konnen

Beispiel 2.2.31: Wir bestimmen die Normalform und die zugehorigen Transformations-
matrizen fiir die Matrix
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1. und 2. Zeile vertauschen und eliminieren

=N O =
=N = O
N R = O O

S
o = O
_ o O

N = O O

31 -2 0 2. Zeile mal —1/3 und eliminieren
3]0 -1 1

OO RIO O -
OO =IO = O

2/3 —-1/3 0 2. und 3. Spalte vertauschen und eliminieren
-1/3 2/3
-1 1 1

OO RO O
OO =IO = O
O = Ol O O
]

2/3 —1/3
~1/3  2/3
-1 1 1

e}

1. Spalte von 3. Spalte subtrahieren

OO =IO O
O = Ol O O
OO =IO = O
(]

2/3 —1/3 0
~1/3 2/3 0
-1 1 1

OO =IO O -
O = Ol—= O O
O O OO

Also somit sehen wir

1 2 —-10 2 2 1 1 0 -1 100
3 -1 2 0 11 2 0 0 1 = 1010
-3 3 3 11 —1 01 O 000

und wir haben die Normalform von A bestimmt.

Satz 2.2.32: Sei A eine m x n Matrix, b ein Spaltenvektor der Lange m.

(i) Das homogene Gleichungssystem
Arx =0

besitzt eine nichttriviale Losung g.d.w. rang(A) < n.
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(ii)) Das inhomogene Gleichungssystem
Ar =10

besitzt eine Lésung g.d.w. rang(A) = rang(A|b).

Beweis: (i): bezeichne a; die i-te Spalte von A, also A = (ay...a,). v = (z1...x,)T ist
Losung g.d.w. xia; + -+ + z,a, = 0. Also es gibt eine nichttriviale Losung g.d.w. die
Spalten ay, ..., a, linear abhéngig sind g.d.w. rang(A) < n.

(ii): Ax = bheisst x1a1+- - -+ x,a, = b. Also es gibt eine Losung g.d.w. b linear abhéngig
ist von den Spalten ay,...,a, g.d.w. rang(A) = rang(A|b). i

Definition 2.2.33: Ein System linearer Gleichungen (SLG) Ax = b heisst konsistent
g.d.w. es eine Losung hat. Sonst heisst es inkonsistent.

Satz 2.2.34: Sei Ax = b ein konsistentes SLG von m Gleichungen in n Variablen. Sei
r =rang(A) = rang(A|b). Seien n;,1 < i < r die Staffelindizes von H(A) (vgl. Def. 3.9).
Dann kann den n—r Variablen x;, mit j & {n;|1 <i <r}, ein beliebiger Wert zugeordnet
werden, und das SLG in den iibrigen Variablen gelost werden.

Beweis: Wir transformieren die erweiterte Matrix Alb (oder im Fall eines homogenen
Systems einfach A) mittels elementarer Zeilenoperationen in die dquivalente Hermite-
Matrix. Wir erhalten also eine Matrix der Form H (A)|c, welche genau r von 0 verschiedene
Zeilen hat, wenn rang(A) = r. Das neue SLG

H(A)x =c

ist aquivalent zum Ausgangssystem, und es erlaubt uns offenbar, den n — r Variablen z;,
mit j & {n;|1 < i < r}, einen beliebigen Wert zuzuordnen und diese Teillosung zu einer
vollen Losung zu erweitern. O

Beispiel 2.2.35: Wir betrachten das SLG
r + y + =z =1

2c — y + 2z =1
r + 2y + z = «

und wollen untersuchen, fiir welche Werte von « es eine Losung hat (also konsistent ist).
Dazu bestimmen wir zunachst den Rang der erweiterten Matrix:

1 1 11 1 11 1
2 -1 21| — [0 =30 -1
1 2 1 a 0 1 0 a-1
111 1
— |01 0 4
010 a-1
111 1
— (010 3
000 a—3
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Der Rang der Koeffizientenmatrix und der Rang der erweiterten Matrix sind also gleich
gdw. a= %. Ist das nicht der Fall, so gibt es keine Losung und das SLG ist inkonsistent.
Ist jedoch a0 = %, so ist der Rang 2, und die Hermite-Form der erweiterten Matrix ist

101 %
010 3
0 00O
Wir koénnen also 3 — 2 = 1 Variablen einen beliebigen Wert zuweisen (etwa der Variablen

z) und das SLG

T + z = 2
Y = 3
nach den iibrigen Variablen losen. Dabei erhalten wir die Losung
2 1 7
G723
fiir beliebig gewahltes z. |

Satz 2.2.36: Sei A eine m x n Matrix und b ein Spaltenvektor der Linge m.

(i) Seien a und o' Lésungen des homogenen SLG Ax = 0. Dann ist auch Aa + pa’ eine
Lésung, fiir beliebige A\, u € K. (Ist der Grundkérper K unendlich, so gibt es also
in diesem Fall unendlich viele Losungen.)

(ii) Sei a Lésung des homogenen SLG, und sei ¢ Losung des inhomogenen SLG Ax = b.
Dann ist auch a + ¢ Lésung des inhomogenen SLG.

(iii) Seien ¢, d Losungen des inhomogenen SLG. Dann ist ¢ — d Losung des homogenen

SLG.

Beweis:

(i): A(Aa+ pa’) = NAa + pAd’ = 0.

(ii): Ala+c)=Aa+Ac=0+b=0b.

(ili): A(c—d)=Ac—Ad=b—-b=0. m
Korollar: Sei A -x = b ein konsistentes SLG.

Sei Ly, die Lésungsmenge des homogenen SLG Ax = 0.

Sei L; die Losungsmenge des inhomogenen SLG Ax = b.

Sei c € L;.

Dannist Ly ={a+c|a€ Ly} und L, ={d—c | d € L;}.

Beweis: Offensichtlich gilt wegen Satz(ii) fiir alle a € Ly: a +c € L;.

Sei andererseits d € L;. Dann ist wegen Satz(iii) d —c € Ly, und es gilt d = (d —¢) +¢. O

Bemerkung 2.2.37: Wir stellen einige Beziehungen zur Analytischen Geometrie her.
Die Losungen einer linearen Gleichung

ar +by +cz=d

hangen von 2 frei wahlbaren Parametern ab und bilden eine Ebene im Raum.
Eine Gerade im Raum erhalt man als Schnitt von 2 Ebenen, also durch 2 lineare Glei-
chungen.

62



\ /Richtung (1,1)

Fig. 3.1: parallele Geraden

Sind die beiden Vektoren v und w Losungen eines SLG, so sind alle Punkte auf der
Geraden durch v und w, also alle Vektoren

v+ ANw —v),

Losungen dieses SLG.
Zwei Gerade in der Ebene haben einen Schnittpunkt, es sei denn sie sind parallel. Sind
die beiden Geraden parallel, so haben wir ein SLG der Form

(1) Az =0

von 2 Gleichungen in 2 Variablen, wobei rang(A) = 1 und rang(A|b) = rang(A| —b) = 2.

Beispiel 2.2.38: Wir betrachten das SLG aus Beispiel 2.2.1. Die Hermite-Form der
erweiterten Matrix ist

1 00 : 12
010: 5
001 : =2

Bei dieser Transformation bleiben die Losungen invariant. Aus der Hermite-Form ist die
Losung (12,5, —2)T unmittelbar ablesbar. O
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2.3 Invertierbare Matrizen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Frage, welche Matrizen eine multiplika-
tive Inverse haben und wie wir im gegebenen Fall diese Inverse bestimmen konnen. Die
Matrizen sind alle iiber demselben Korper K.

Definition 2.3.1: Sei A eine m x n Matrix. Eine n X m Matrix X heisst Linksinverse

von A wenn gilt XA = 1,,.

Eine n x m Matrix Y heisst Rechtsinverse von A wenn gilt AY = I,,,.

Beispiel 2.3.2: (i) Die Matrix

O W = =
O = W=

hat unendlich viele Linksinverse der Form

aber keine Rechtsinverse.
(ii) Die Matrix

-3 1 0 a
-3 01 b
1 2
11

hat die eindeutig bestimmte Links- und Rechtsinverse

(%)

Satz 2.3.3: Sei A eine m x n Matrix. Dann gilt:

(i) A hat eine Rechtsinverse g.d.w. rang(A) = m;

(ii) A hat eine Linksinverse g.d.w. rang(A) = n.

Beweis:

(i) “=7: Sei Y eine Rechtsinverse zu A, also AY = I,,,.
Bezeichne e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 (1 an der i-ten Stelle) die i-te Spalte von I,,,,
und bezeichne y; die i-te Spalte von Y. Also

Ay; =e; furallei e {l,...,m}.

Fiir jedes 7 ist dieses SLG konsistent, also rang(A) = rang(Ale;). Jedes e; ist linear
abhéingig von den Spalten von A. Ausserdem sind die Vektoren eq,...,e,, linear

unabhéangig. Somit gilt
rang(A) =

rang(Aley)
rang(Ale;|es)

rang(Aley| - |em) = rang(A|l,) = m .
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“<": Sei rang(A) = m. Fiir die Hermite-Matrix H(AT) gilt
rang(H(AT)) = rang(A”) = rang(A) = m ,

also fiir ein Produkt E von Elementarmatrizen EAT = H(AT) und
I
Ty __ m
H(A )_ (On—m,m> ’

AET__<Lnﬁmm_m).

Sei Y die Matrix bestehend aus den ersten m Spalten von ET. Y ist offensichtlich
eine Rechtsinverse von A.

bzw.

(ii) Wir sehen das aus folgenden Aquivalenzen:
XA=1, < ATXT=1],
< (i) rang(A) =rang(AT)=n. "~
Satz 2.3.4: Hat die Matrix A sowohl eine Linksinverse X als auch eine Rechtsinverse Y,
dann gilt:
(i) A ist quadratisch;
(i) X =Y.

Wenn die Matrix A also sowohl eine Linksinverse als auch eine Rechtsinverse hat, so ist
diese eindeutig bestimmt.

Beweis:
(i) Wegen Satz 2.3.3 gilt: n = rang(A) = m.
(ii)) XA = I, = AY, somit

X =XI,=X(AY) = (XA)Y =LY =Y . O

Satz 2.3.5: Sei A eine quadratische n x n Matrix. FAA:
(i) A hat eine Linksinverse;
(ii) A hat eine Rechtsinverse;
(iii) rang(A) = n;
(iv) die Hermite-Form von A ist I,,;

(v) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
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Beweis: Die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) ist eine unmittelbare Konsequenz von Satz
2.3.3.

“(iii) <= (iv)”: hat A den Rang n, so hat H(A) n vom Nullvektor verschiedene Zeilen,
also n Staffelelemente 1. Das geht nur fir H(A) = I,,. Umgekehrt haben wir

rang(A) = rang(H (A)) = rang(l,) = n .

“(i) = (v)”: Habe also A eine Linksinverse X. Das heisst aber auch, dass X eine Rechtsin-
verse hat, ndmlich A. Wegen (ii) = (iv) gibt es also Elementarmatrizen Ey, ..., E, sodass

E, - -EIX=1,.
Somit haben wir auch
A=I,A=(E,---E,X)A=E, - E{(XA)=E, - Ey ,

d.h. A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
“(iii) <= (v)”: Sei A ein Produkt von Elementarmatrizen, also A = E --- E,. Somit gilt

A=FE - E,, .

Die Identitatsmatrix [, hat Rang n, dieser wird durch Elementaroperationen nicht
verdndert (Satz 2.2.27), also hat A den Rang n. m

Definition 2.3.6: Aus den obigen Satzen sehen wir, dass eine einseitige Inverse einer
quadratischen Matrix A automatisch eine beidseitige Inverse ist. Wir sprechen also nur
von der Inversen von A und schreiben diese als A~'. Die Inverse ist, wenn sie existiert,
eindeutig (Satz 2.3.4).

Hat die quadratische Matrix A eine Inverse, so heisst A invertierbar bzw. regular.
Hat A keine Inverse, so heisst A auch singular.

Korollar zu Satz 2.3.5: Sei A eine quadratische Matrix.
(i) Ist A invertierbar, dann ist auch A~" invertierbar. Weiters gilt (A=) = A.

(ii) Jedes Produkt von Elementarmatrizen ist invertierbar. B ist also zeilendquivalent
zu A g.d.w. es eine invertierbare Matrix E gibt sodass B = F A.

Beweis: (i) Offensichtlich ist A die Inverse zu A~".
(ii) Wegen der Aquivalenz von (v) und (i),(ii) in Satz 2.3.5. m

Aus Satz 2.3.5 konnen wir sofort eine Methode herleiten um die Invertierbarkeit der
quadratischen n x n Matrix A zu entscheiden, und gegebenenfalls A~ zu berechnen. Dazu
gehen wir von der Matrix A|l,, aus und wenden elementare Zeilenoperationen an, um den
linken Teil in I, zu transformieren. Ist das nicht moglich, so ist A nicht invertierbar.
Gelingt es aber, so haben wir im rechten Teil automatisch die Inverse A~! stehen. Dieser
Prozess sieht wie folgt aus:

A’[n — ElA‘El — EQElA’EQEl —r e
In jedem Schritt dieses Prozesses haben wir also Matrizen der Form

S|Q=E;--EAlE;- - E
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vorliegen, fiir welche gilt QA = S. Ist A invertierbar, so erreichen wir schliesslich die
Endkonfiguration
I|E,---Fy ,

sodass E, - -- E1A = I,,, also
A'=E,---E .

Beispiel 2.3.7: Wir wollen den oben beschriebenen Prozess anwenden auf die Matrix

1
A=|1
1

W N
ks W

Dabei erhalten wir die folgenden Konfigurationen:

12 3/1 00 1 301 00
134010 — 011|-110
1 4 4/0 01 0 1/-1 0 1
12 311 0 0

— 1 1 ]-1 1 0

00 -1} 1 =21

1004 —4 1
- 0100 -1 1
0 1{-1 2 -1
Die Matrix A ist also invertierbar, und die Inverse ist
4 -4 1
0o —1 1 . O
-1 2 -1

Sind die beiden n x n Matrizen A und B invertierbar, so ist i.a. die Summe A + B
nicht invertierbar. Das sieht man etwa am Beispiel A = I,,, B = —1I,,. Das Produkt AB
ist aber sehr wohl invertierbar.

Satz 2.3.8: Seien A und B zwei n x n Matrizen. Sind sowohl A als auch B invertierbar,
dann ist auch AB invertierbar und es gilt

(AB) ' =B7tA™",
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Beweis: Offensichtlich gilt
ABB'AT' = ALLAT = AAT =11, .

Also ist B~'A~! eine Rechtsinverse zu AB. Wegen Satz 2.3.5 hat A auch eine Linksinverse,
also eine eindeutig bestimmt Inverse, diese ist B~1A~L. O

Korollar: Ist A invertierbar, dann ist auch A™ invertierbar fiir jede natiirliche Zahl m
(man beachte, dass A° = I,,). Weiters gilt

(A™)~h=(ATh)™.

Beweis: Induktion iiber m. Die Behauptung ist trivial fiir m = 0. Fiir m > 0 haben wir

(A7) = AT AT = AT A )= (A = (A :

Satz 2.3.9: Ist A invertierbar, dann ist auch die Transponierte A” invertierbar. Weiters
gilt
(AT)—l — (A—I)T )

Beweis: Es gilt
L =1 = (AATHT = (A HTa" .

Also ist (A™1)T eine Linkinverse, und somit eine Inverse, von AT. O

Wir erinnern daran, dass die n x n Matrix A orthogonal ist, wenn gilt
AAT =1, =ATA |
Aus Satz 2.3.5 sehen wir, dass nur eine dieser Gleichungen notwendig ist. Eine orthogonale

Matrix ist also eine invertierbare Matrix deren Inverse die Transponierte ist.

Satz 2.3.10: Sei A-x = b ein SLG von n Gleichungen in n Variablen. A ist also eine
n x n Matrix, und b ein Spaltenvektor der Léinge n. Ist A invertierbar, so ist A~! - b der
eindeutig bestimmte Losungsvektor des Gleichungssystems.

Beweis: Sei x ein Losungsvektor. Dann gilt

r=10=A"1Ar=A"1b. O

Beispiel 2.3.11: Wir betrachten das SLG aus Beispiel 2.2.1 und 2.2.38.

0 1 2 11 3
A=(1 -2 1 , AT'=12 0 +
3 -1
0 3 —4 5 0 T
und der Losungsvektor ist
12
A7t b= 5 |
-2



Beispiel 2.3.12: Eine wichtige Anwendung finden inverse Matrizen im mehrdimensio-
nalen Newton-Verfahren (benannt nach Sir Isaac Newton, 1642-1727) zur Approxi-
mation von Nullstellen von Funktionen.

Im (eindimensionalen) Newton-Verfahren geht es darum, zu einer einmal stetig dif-
ferenzierbaren reellen Funktion, also

f:R—R ¢ CYR),

eine Nullstelle z € R approximativ zu finden, also f(x) = 0.

Dazu startet man “in der Nihe” der Nullstelle etwa bei (%), und bestimmt eine Folge von
Approximationswerten z(®, 2™ 22 Um den jeweils nichsten Approximationswert
2™+ zu bestimmen, betrachtet man die Tangente an f bei z(™):

tz) = fa™)+ f@@") (@ —at™),
und schneidet diese mit der z-Achse. 2™V ist dieser Schnittpunkt:

(m)

P

In der Analysis beweist man, dass dieses Verfahren lokal konvergiert, d.h. wenn der
Startpunkt 2(*) geniigend nahe an einer Nullstelle liegt, so wird tatséichlich diese Nullstelle
approximiert als Limes der Folge (gs(m))meN. Verfahren zur Wurzelberechnung (etwa v/2)
sind Spezialfalle dieses Newtonschen Naherungsverfahrens.

}1
* Newton-lteration

e Finktion

Figure 2: Newton-Verfahren
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Im mehrdimensionalen Newton-Verfahren betrachtet man nun eine Funktion

RrR* — R"
xy j1($17"'7xn>

— . )
Tn, jh<x1>-"7xn)

wobei alle Komponenten f; differenzierbar sind nach allen Variablen, und die partiellen
Ableitungen 0f;/0x; stetig sind.

Man startet nun wiederum “in der Nihe” einer Nullstelle, etwa mit (9. Die weiteren
Naherungswerte werden bestimmt als

Dabei ist
of1 ofr
or1 " Oxn
Jp(r) = : :
Ofn Afn
or1 7" Oxn

die Jakobi-Matrix von f. Das mehrdimensionale Newton-Verfahren funktioniert also,
wenn die Jakobi-Matrix invertierbar ist.
Wir demonstrieren das am Beispiel

R? — R?
T xy + 2x
= 2
Y Yy +y+x
Fiir eine Nullstelle (x,y)? muss gelten y? +y +x = x(y + 2) = 0; daraus sieht man leicht,

dass etwa (0, —1)7 eine Nullstelle ist. Wir wollen sehen, wie wir diese Nullstelle mittels
des Newton-Verfahrens approximieren konnen.

y+2 x

B 1 2y+1 —x
Jit = : :
7 (@) 2y 4+ 5y — x + 2 ( -1 y—|—2)

Wir fithren 2 Naherungsschritte durch:

0,5
0) ._ )
20 (_078)
0,60
©y _ (0
1) = (059

0,0655737705
W = 4O _ 10y ;) = (O
v = el = @) ) <-—0,9573770495)

0,06836871807
my = (%
J@) (Qommwam9)
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—0,9991162739

f(a®) — (0002627428289
0,001742163312

1 = g0 oW f(a) = <0,002625108412)

Wir sehen also, dass bereits nach 2 Naherungsschritten die Nullstelle ziemlich gut
approximiert wird. O
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