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Bemerkung: Dies ist kein Skript, welches den gesamten Inhalt der Vorlesung abdeckt.
Es soll den Studierenden aber wéhrend der Teilnahme an der Vorlesung unterstiitzen. Es
beinhaltet die zentralen Definitionen, Lemmas und Sétze, die in dieser Vorlesung bespro-
chen werden. Die entsprechende Motivation, erlauternde Beispiele und Beweise werden an
der Tafel herausgearbeitet.



1 Die reellen Zahlen

Definition 1.1. Im folgenden heifien
e N={1,2,3,...} die Menge der positiven Zahlen,
e Ny =NU{0} die Menge der natiirlichen Zahlen,
o Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen,
e Q= {% | k € Z, n € N} die Menge der rationalen Zahlen.
Fiir Mengen My, ..., M, definieren wir das kartesische Produkt mit
My x My x -+ x M, = {(my,ma,...,my) | m; € M; firl <i<n}.

Definition 1.2. Seien M, N Mengen. Eine Funktion (bzw. Abbildung) von M nach N ist
eine Vorschrift, die jedem Element von M genau ein Element von N zuordnet. Genauer
heifst f C M x N eine Funktion wenn folgendes gilt:

Y(a,b),(@,b)e f:a=a = b=b

Ublicherweise schreibt man
f:M—N, a—b

mit (a,b) € f. Alternativ wird die Zuordnungsvorschrift auch mit f(a) = b beschrieben.

Definition 1.3. Eine Funktion o: M x M — M wird auch als Operation auf M bezeichnet
und man verwendet die Notation a ob := o(a,b).

Definition 1.4. Eine Menge K mit den Verkniipfungen +: KxK — K und -: KxK — K
heifst Korper, wenn folgende Eigenschaften gelten.

1. Va,byc e K: (a+b)+c=a+ (b+¢);
2.¥Ya,beK:a+b=b+a;

0 eKVaeK: 0+a=a;

Vae KIbeK: a+b=0;
Va,b,ceK: (a-b)-c=a-(b-c);
Va,beK:a-b=>b-a;

J1 e K\{0}VaeK: la=a;

Va e K\ {0} 3 e K\{0}: ab=1;

© ® xRS &

Va,b,ce K: a-(b+c)=a-b+a-c.



Bemerkung 1.5. (K, +) mit den Eigenschaften (1)-(4) bilden eine kommutative Gruppe.

(K\ {0}, +) mit den Eigenschaften (5)-(8) bilden eine kommutative Gruppe.
Figenschaft (9) verkniipft die beiden Operationen und produziert einen Kérper.

Satz 1.6 (Eigenschaften (I)). Sei K ein Korper mit den Operationen + und -. Dann gelten
folgende Figenschaften:

1. 0 und 1 sind eindeutig.

2. Das additive Inverse b von a € K (d.h. a +b = 0) ist eindeutig und wir schreiben
—a:=b.

3. Das multiplikative Inverse b von a € K\ {0} (d.h. ab = 1) ist eindeutig und wir

schreiben =t = é = b.

Bemerkung 1.7. Fira,b € K schreiben wir ab:=a-b, a—b:= a+(—b) und & :=a-b~".

Satz 1.8 (Eigenschaften (II)). Sei K ein Kérper mit den Operationen + und -. Fir alle
a,b € K und c,d € K\ {0} gilt:

1. —(=a)=a und (cH)t=¢;
es gibt genau ein x € K mit a +x = b;
es gibt genau ein v € K mit c-x = b;

ab =0 genau dann wenn a =0 oder b = 0;

b _ ad+tbe.
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Satz 1.9. Q ist ein Korper mit den Funktionen

, und - QxQoQ, (B 2,0k
q1 g2 q1 g2 q1 g2 q1 G2

+
+:QxQ—Q, (pl D2 '_>p1Q2 P21

Satz 1.10. v2 ¢ Q.

D.h. Q ist nicht vollstdndig: nicht alle Zahlen (Punkte) auf der Zahlengeraden sind enthal-
ten.



Definition 1.11. Die Menge der reellen Zahlen R wird gebildet aus allen Dezimalzahlen
der Form

+dy, dydods . . .

mit dy € Ny und d; € {0,1,...,9}. Eine Dezimalzahl besitzt endlich viele Dezimalstellen,
wenn es einr € Ny gibt, so dass d; = 0 fiir alle i > r gilt. Ansonsten besitzt die Dezimalzahl
unendlich wvele Dezimalstellen. Eine Dezimalzahl ist eine Periode, wenn es [,r € Ny gibt,
so dass d; = d; 11 fiir alle i € Ng mit @ > 1 gilt. In diesem Fall schreiben wir auch

d(], d1d2 e dlfldldl+1 . del.

Satz 1.12. Jede rationale Zahl % € Q lasst sich als Dezimalzahl mit endlich vielen Ziffern
oder als Periode schreiben. Die Periodenlinge kann dabei so gewdhlt werden, dass sie kleiner
als n ist.

Satz 1.13. Jede periodische Zahl ldsst sich als Bruch schreiben.
Korollar 1.14.
Q = {x € R | x ist ist eine Periode oder hat endlich viele Dezimalstellen}.
Fir dy € Z \ {0} gilt )
do = (dy — 1),9 € R;
und fiir dg € Z und d; ..., d; € {0,...,9} mit dj # 0 gilt
do,dids ... dy_1dy = do, dydy ... dy_1(d, —1)9 € R.
Folglich gilt
Q = {z € R | x ist eine Periode und hat unendlich viele Dezimalstellen} U {0}.
Man beachte, dass die Menge
{z € R | z hat unendlich viele Dezimalstellen} U {0} (1)

wieder die reellen Zahlen ergibt. Allerdings wird jede reelle Zahle in (1) genau einmal
(eindeutig) reprisentiert

1.1 Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen

Definition 1.15. Fine Funktion f: A — B heif§t
o injektiv wenn Vr,y € A:x £y = f(z) # f(y) gilt,

o surjektiv wenn Yy € Bx € A: f(x) =y gilt,

o bijektiv wenn f injektiv und surjektiv ist.

Definition 1.16. FEine Menge M heifS abzihlbar wenn es eine bijektive Funktion f: N —
M gibt. Wenn es keine solche bijektive Funktion gibt, heifst M diberabzdhlbar.

Satz 1.17. Q ist abzdihlbar.
Satz 1.18. R ist dberabzahlbar.



1.2 Der geordnete Korper R

Die Addition von reellen Zahlen mit endlich vielen Dezimalstellen ist klar. Doch wie kann
man die Addition von Zahlen mit unendlich vielen Dezimalstellen definieren, wie z.B.

T+V2=3,1415926 - - - + 1,4142136.. . ..

Genauer: wie bestimmt man den Ubertrag welcher von ... kommt. Natiirlich kann man
immer weiter nach rechts die Ziffern berechnen. Aber da man nur endlich viele Stellen
ermitteln kann, verschiebt sich das Problem lediglich.

Folgende elegante Losung bietet die Analysis hierfiir an. Seien a = ag, ajasas ... und
b = by, bibabs . .. reelle Zahlen, die wir addieren wollen. Wir definieren die rationalen Zahlen

a®) = ag, a1as . ..a, und bk = bo, biby ... by,
fiir £ € N. Insbesondere konnen wir in QQ die rationalen Zahlen
B = ®) 4 pk)
berechnen. Fiir diese rationalen Zahlen ergibt sich die folgende unendliche Folge von Un-

gleichungen:
O <M< <el® <

Insbesondere gilt ¢¥) < ag + by 4+ 2. Mit dem wichtigen Satz der Vollstandigkeit der reellen
Zahlen (siehe spéter) konnen wir schlieen, dass eine reelle Zahl ¢ € R existiert wobei sich
c®) immer genauer an ¢ annshert, d.h.

C — Ck

wird immer kleiner (und n#hert sich immer mehr an 0 an), je grofer wir k& € N wéhlen.
Genauer: dieses c ist genau die Addition von a und b in R.

Analog kann man die Multiplikation von a mit b definieren. Insgesamt folgt (mit wei-
teren Argumenten) der folgende Satz.

Satz 1.19. R mit + und - bilden einen Korper.

Im folgenden seien alle reellen Zahlen aus der Menge (1) gewéhlt, d.h. die Eindeutigkeit
der Darstellung der reellen Zahlen ist gewéhrleistet. D.h. die einzige Zahl mit endlichen
Dezimalstellen ist 0 = 0, 0.

Definition 1.20. Seien a = ap, a1aszas . . ., b= bo, b1b2b3 - e R mat ap, bo € NU-

1. a ist kleiner gleich b (a < 'b) wenn a = b gilt (d.h. a; = b; fiir alle j € Ny) oder es
ein j € Ny gibt mit ag = by, a1 = b1,...,a,-1 = bj_1 und a; < b;.

2. Es qilt —a <b.

3. Gilt b < a, definieren wir —a < —b.



Lemma 1.21. < ist eine lineare (bzw. totale) Ordnung auf R. D.h. fir alle a,b,c € R
gelten folgende Figenschaften

1. a < a (Reflezivitit);

2. a<bAb<a= a=>b (Antisymmetrie);
3. a<bAb<c= a<c (Transitivitit);
4. a<bVb<a (Totalitit).

Definition 1.22. Sei K ein Kdorper mit + und - und sei < eine lineare Ordnung. K heifst
geordneter Kdorper, wenn fir all a,b,c € K folgende Figenschaften gelten:

I.a<b=a+c<b+c
2.0<aN0<b=0<ab.
Lemma 1.23. Sei K mit + und - ein geordneter Korper. Fiir alle a,b,c € K gilt:

1.a<bAhc>0=ac<bc
2.a<bANc<0=ac>bc;

3. a#0=>(—a<0<aVa<0<—a);
4. a<bANc<d=a+c<b+d;

5. 0<a?;

6. a>b>0=a*>0".

Satz 1.24. R mit + und - und der linearen Ordnung < von Definition 1.20 bilden einen
geordneten Korper.

Definition 1.25. Wir definieren die folgenden Intervalle fiir a,b € R:
o [0, ={z eR| a<z<b}
o (a,b)={z €R| a<z<b},
o [a,b)={zeR| a<z<b}
o (a,b)={z€R| a<z<b}.
Mit den extra Symbolen —oo und oo definieren wir die Intervalle
o (—oo,b|={z R | z<b},
o (—00,b) ={z eR| x < b},
o [a,00) ={z eR| a<z},

o (a,00) ={reR| a<uz}.



1.3 Grundlegende Ungleichungen
Definition 1.26. Fir a € R definieren wir |a| := max(a, —a) > 0.
Lemma 1.27 (Dreiecksungleichungen). Seien a,b € R. Dann gilt:
1. la+0b| <|a| + |b|; Gleichheit gilt gdw. ab > 0.
2. la+b| > ||a| — |b||; Gleichheit gilt gdw. ab < 0.

Lemma 1.28 (Bernoullische Ungleichung). Fiir allen € Ny und x € [—1,00) gilt (14+x)" >
1+ nx; Gleichheit gilt gdw. n € {0,1} oder z = 0.

Lemma 1.29 (Ungleichung zwischen geometrischen und arithmetischen Mittel). Fiir alle
a,b € 10,00) : gilt Vab < “TH’; Gleichheit gilt gdw. a = b.

1.4 (Un)berechenbarkeit der reellen Zahlen

Intuitiv ist es wiinschenswert, fiir eine reelle Zahl a = ag, ayasas - - - € R einen Algorithmus
(eine Turingmaschine, ein C-Programm, ein GoTo-Programm,...) zu finden, welcher die
Funktion f: Ny — {0,1,...,9} mit f(n) = a, berechnet.

Eine Schwierigkeit bei dieser Konstruktion ist, dass dann die Addition, Multiplikation
und Division von zwei berechenbarer Zahlen nicht notwendigerweise wieder berechenbare
Zahlen liefern. Mit folgender Definition kann man dies garantieren.

Definition 1.30. Eine reelle Zahl a = ag, ajasas--- € R heiffit berechenbar wenn es einen
Algorithmus (eine Turingmaschine, ein C-Programm, ein GoTo-Programm,...) gibt, wel-
cher eine Funktion f: Nyg — Q berechnet mit

1
70 = aal < -

D.h. je groBer n gewéahlt wird, desto besser kann man die reelle Zahl a mit f(n) appro-
ximieren. Insbesondere gilt der Abschluss der Addition/Multiplikation/Division:

Satz 1.31. B = {a € R | a ist berechenbar} ist ein Unterkdrper von R.
Beispiel 1.32. 2, 7,v2 + 7,127, ‘/75 € B.

Man beachte, dass die lineare Ordnung < im allgemeinen nicht in B (und insbesondere
nicht in R) berechenbar ist.

Satz 1.33. Die Menge aller Programme und somit B sind abzdhlbar.

Folglich sind fast alle reellen Zahlen nicht berechenbar.



2 Reellwertige Funktionen

Definition 2.1. Eine Funktion f: D — B heif§t reellwertig, wenn B C R gilt.

L(f) ={(z,y) e Dx B f(x) =y}

heifst der Graph von f. Die Bildmenge unter f (oder der echte Bildbereich) ist
f(D) ={f(z) |z e D}.
Ist f: D — B bijektiv, so heifit die funktionale Zuordnung
ff"B—=D, xw— f ()
mit f~1(f(x)) = x die Umkehrfunktion zu f.

Bemerkung 2.2. Wenn f: D — B eine reellwertige bijektive Funktion ist und D C R
gilt, ist auch f~1 eine reellwertige Funktion. In diesem Fall kann T(f) im R* dargestellt
werden und T'(f~Y) ist dann die Spiegelung an der Diagonalen h(x) = .

Folgende elementare Funktionen werden in der Vorlesung z.B. kurz eingefiihrt:
1. Polynomfunktionen,
2. Betragsfunktionen,
3. Vorzeichenfunktion,
4. Exponentialfunktion mit ganzzahligen Exponenten (Verallgemeinerung spéter).
5. trigonometrische Funktionen.

Spéater werden die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen elegant mit
Potenzreihen eingefiihrt. Allerdings fehlen uns im Moment noch die richtigen Hilfsmittel.

Alternativ konnen die trigonometrischen Funktion auch mit Hilfe der Geometrie eingefiihrt
werden. Fiir den Winkel « € [0°,90°) definieren wir diese Funktionen wie folgt.

sina = 2 Gegenkathete /Hypotenuse
c
b
% a cosa = - Ankathete/Hypotenuse
tana = - Gegenkathete/Ankathete
& A K Z
cota = — Ankathete/Gegenkathete
a

Satz 2.3 (Pythagoras). Fiir a, b und ¢ von dem obigen Dreieck gilt a* + b* = %
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Lemma 2.4. Fir o € [0°,90°) gelten folgende FEigenschaften.
1. sin®(a) + cos?(a) = 1,

2. tan(q) = S0

cos(a)’

3. cot(a) = 29,

4. sin(a) = cos(90° — «).

Die Erweiterung der trigonometrischen Funktionen auf [0°,360°) erfolgt auf natiirlicher-
weise mit Hilfe von entsprechenden Spiegelungen am Einheitskreis. Des weiteren kénnen
die Funktionen dann mit Hilfe des Bogenmafles mit beliebigen Léngen, d.h. auf ganz R,
definiert werden — fiir weitere Details siehe die Vorlesung.

3 Unendliche Folgen (Listen)

Definition 3.1. Sei X eine Menge. Eine (unendliche) Folge/Liste mit Werten in X ist
eine Funktion f: N — X. Wir schreiben auch

(f(1), £(2), F(3),---) = (f(n))nz1-
Fiir das nte Folgeelement (Folgeglied) schreibt man auch
a, == f(n) € X.
D.h. fiir die Folge f mit den Folgeelementen (Folgegliedern) a,, schreiben wir
f=(a,a2,as,...) = (an)n>0
Gilt X = R spricht man auch von reellwertigen Folgen.

Definition 3.2. Sei M eine Menge. Dann schreiben wir fir die Menge der M -wertigen

Folgen auch
MY = {(@n)n>1 | an € M}.

Fiir die Menge der reellwertigen Folgen
R" = {(a)n>1 | an € R}
definieren wir folgende Operationen:

+: RN X RN — RN, ((an)nzl, (bn)n21) — (Cln + bn)nzlv
S RXRY S RY, (A (@n)ns1 = (Aan)n>1.

Lemma 3.3. RY mit + und - bildet einen Vektorraum tiber R.
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3.1 Konvergenz und Divergenz
Fiir ¢ € R mit € > 0 definieren wir die e-Umgebung von a € R mit
Uda)={zeR||la—z|<e}=(a—e,a+¢).

Beachte: es gilt
beUla) & |a—Db| <e.

Basierend darauf fithren wir die folgenden zentralen Begriffe der Analysis ein.

Definition 3.4. o Seic € R mite >0 und a € R. (a,)p,>1RY wird in der Umgebung
U.(a) sesshaft wenn folgendes gilt:

dn. € NVn > n. : a, € U(a)
I}
dn. e NVn >n.: |la—a,| <e.

o Seia € R. (a,)n>1RY konvergiert gegen den Grenzwert a wenn fiir alle ¢ € R mit
e > 0 die Folge (an)n>1 in U-(a) sesshaft wird. D.h. wenn folgendes gilt:

Ve > 03n. € NVn >n. : a, € U(a)
)
Ve>0dn. e NVn>n.: |la—a,| <e.

o (a,)n>1RY heiftt konvergent, wenn es ein a € R gibt sodass (a,)n>1 gegen a konver-
giert. D.h. es gilt

da € RVe > 03n. € NVn > n. : a, € U(a)
()
Ja € RVe > 03n. e NVn >n. : |a —a,| <e.

Satz 3.5. Seien a,a € R und (a,)n>1 € RY. Wenn (a,)n>1 gegen a und a konvergiert, so
gilt a = a.

Definition 3.6 (oder Notation). Wenn (a,),>1 konvergent ist, so schreibt man

a = lim a, oder‘an%afﬁrn%oo
n—o0

fir den eindeutigen Grenzwert a € R gegen den (ay)n>1 konvergiert.

Satz 3.7. Falls (ay)n>1 und (by)n>1 konvergent sind mit a = lim,,_, o @, und b = lim,,_,, by,
so gilt:
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~

(@n, 4 bp)p>1 ist konvergent mit lim,, o0 (ay, + b,) = a + b.

. (Aap)pn>1 ist konvergent mit lim,_,o(Aa,) = Aa.

(@ by)n>1 ist konvergent mit limy, o0 (ay b,) = a'b.

. Gilta,, # 0 fir allen € N und a # 0, dann ist (%)nzl konvergent mit lim,,_, o i = %

. Seia, >0 fir allen € N, p € N. (g/an)n>1 ist konvergent mit lim,,_, ¥/a, = ¥/a.

S R S

. (|an|)n>1 ist konvergent mit lim, o |a,| = |al.

Kurzschreibweise: Sei (a,) € RY. Anstelle von “(a,),>; ist konvergent und es gilt a =
lim,,_, a, fir a € R” schreibt man kurz

a = lim a, € R.
n—o0

Definition 3.8. Ist eine Folge (a,),>1 € RY nicht konvergent, heifit sie divergent. Wenn
dann der Spezialfall
VI'e Rdnp e NVn>ngy: a, >T

gilt, hat sie den uneigentlichen Grenzwert oo und man schreibt
lim a, = oo.

n—oo

Analog schreibt man

lim a, = —
n—oo

falls lim,, o, —a,, = oo gilt.

3.2 Das Verhalten von Folgen in R
Definition 3.9. (a,),>; € RY heifit

e monoton wachsend wenn folgendes gilt:

VnomeN:n<m = a, < ay;

e monoton fallend wenn folgendes gilt:

Vn,meN:n<m = a, > ap;

e nach oben beschrdankt wenn folgendes gilt:

dJre RvneN: a, <T;
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e nach unten beschrinkt wenn folgendes gilt:

dI'e Rvne N: T <aq,,.

Satz 3.10 (Vollstandigkeit der reellen Zahlen). Jede nach oben beschrinkte monoton wach-
sende Folge (a,)n>1 € RY ist konvergent. D.h. es gibt ein eindeutiges a € R mit

lim a, = a.
n—oo

Analog gilt der folgende Satz.

Satz 3.11 (Vollsténdigkeit der reellen Zahlen II). Jede nach unten beschrinkte monoton
fallende Folge (ay,)n>1 € RY ist konvergent. D.h. es gibt ein eindeutiges a € R mit

lim a, = a.
n—oo

Definition 3.12. Seia = (a,),>1 € RY. T € R heifit Supremum von a wenn folgende zwei
Figenschaften gelten:

1. fir allen € N gilt a,, <T;

2. T ist die kleinste Wahl: fir jedes T € R mit
VneN: a, < T
gilt T>T.

Nicht jede Folge besitzt ein Supremum. Wenn es aber eines gibt, ist es mit Eigenschaft 2
der obigen Definition eindeutig. In diesem Fall schreiben wir

T :=supa,
n>1

oder auch T := sup,,cy a,. Wenn die ersten k — 1 Glieder von a nicht beriicksichtigt werden
sollen, schreiben wir auch

SUpP Gy, := SUP Gpyp—1-
n>k n>1
Definition 3.13. Sei a = (a,),>1 € RN mit dem Supremum T = sup,,cy a, € R. T heifst
Mazimum von a wenn T € {ay,as,as, ...} gilt.

Satz 3.14. Jede nach oben beschrinkte Folge (an)n>1 € RY besitzt ein Supremum. D.h. es
gibt ein eindeutiges a € R mat

sup a,, = a.
neN
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Allerdings muss der Grenzwert nicht existieren (die Existenz ist abgesichert, wenn die
Folge auch monoton wachsend ist). Wenn man sich allerdings unendlich viele Folgeelemente
auswahlt, kann diese Teilfolge einen Grenzwert besitzen. Dieser Grenzwert wird dann als
Héaufungspunkt der Folge genannt. Das Maximum aller Haufungspunkte ist dabei der Limes
Suprior von (ay,)n>1, d.h., limsup,,_, . ax.

Definition 3.15. Sei a = (a,),>1 € RY.
(1) Ist a nach oben beschrdnkt und ist (Sup,sy an)r>1 nach unten beschrdinkt, setzen wir

limsup a; := lim supa, € R.
k—o00 k=00 >

(2) Ist a nach oben beschrinkt und ist (Sup,,>, n)r>1 nicht nach unten beschrinkt, setzen
wir
lim sup a;, := —o0.

k—o0

(8) Ist a nicht nach oben beschrinkt, setzen wir

lim sup ay, := o0.
k—o0

Bemerkungen. Im ersteren Fall ist die Folge a nach oben beschrinkt, es existiert min-
destens ein Haufungspunkt und das Maximum aller Haufungspunkte ist die reelle Zahl
lim supy,_, ., ai. Im zweiten Fall ist die Folge nach oben beschréankt, aber jede Teilfolge hat
den uneigentlichen Grenzwert —oo. In dritten Fall gibt es mindestens eine Teilfolge, welche
den uneigentlichen Grenzwert oo hat.

Ist a nach oben und unten beschréankt, befinden wir uns im Fall (1): lim sup,_, . ax € R.

4 Unendliche Reihen

Definition 4.1. Sei (a,)n>1 € RY. Die n-te Partialsumme ist

sn:Zak:a1+a2+---+an€R.

k=1

Falls (sp)n>1 gegen S € R konvergiert, d.h., der Grenzwert

S = lim s,
n—oo
mit S € R existiert, so heifit die Reihe konvergent, andernfalls divergent. Ist die Reihe

konvergent, schreiben wir
n

oo

5 ap = lim E ap = S,
n—oo

k=1
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in Kurzform sagen wir auch dass Y -, a konvergent ist. Ist die Reihe divergent, sagen
wir auch dass Y-, a divergent ist. Hat diese den uneigentlichen Grenzwert oo/ — 00, so

schreiben wir auch
o
g ay 1= 00/ — 0.
k=1

Satz 4.2 (Nullfolgenkriterium). Sei (a,)n>1 € RY.
Ist (ay)n>1 divergent order gilt lim,, o a,, # 0, dann divergiert > ;- | ay.

Satz 4.3 (Vergleichskriterium). Seien (a,)n>1, (bp)n>1 € RY.

(a) Majorantenkriterium: Gilt
0 < a < by

fiir alle k > ko fir ein ko € N und konvergiert Y ;- by, dann konvergiert Y ;- ay

und es gilt
Su<Yn
k=1 k=1

(b) Minorantenkriterium: Gilt 0 < ay < by fir alle k > kg fiir ein kg € N und divergiert
> ore ag, dann divergiert > ;- by.

Lemma 4.4. Sei (a,)n>1 € RY. Konvergiert limy, o0 Y ey |an|, dann konvergiert Y ;- | ax

und es gilt
o0 [ee]
D ad <l
k=1 k=1

Satz 4.5 (verallgemeinertes Majorantenkriterium). Seien (a,)n>1, (by)n>1 € RY. Gilt
0 < ax| < by

fiir alle k > ko fir ein ko € N und konvergiert ., by, dann konvergieren Y - | |ay| und

Y pey ai und es gilt
o0 oo [e.e]
Dl <) lal < b
k=1 k=1 k=1

Satz 4.6 (Quotientenkriterium). Sei (a,)n>1 € RY wobei ay, # 0 fiir all k € N und nimm
an, dass

q := lim \ak+1| eR
k—o0 ag

gilt. Dann konvergieren Y o | ax und Y o |ag| falls 0 < ¢ < 1 und divergieren falls ¢ > 1.
Achtung: Fiir ¢ = 1 kann keine Aussage getroffen werden. In diesem Fall miissen andere
Argumente eingesetzt werden.

Mit Hilfe des Quotientenkriteriums (siche Beispiel in der VO) koénnen wir folgende
Funktion einfiihren.
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Definition 4.7. Wir definieren exp: R — R mit exp(z) = > o, L. Insbesondere setzen

‘nl
wire :=exp(l) = > p 4 = 2,71828 - -+ € R (welches die Bulersche Zahl ist). In Kurzform
schreiben wir auch e* := exp(x). Die Rechifertigung dieser Kurzschreibweise kommit spdter.

Satz 4.8 (Wurzelkriterium). Sei (a,)n>1 € RY und setze
¢ := lim sup {/|a,| € RU{oco}.
n—oo

Dann konvergieren Y o ar und Y, |ag| falls ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 gilt und divergieren
falls ¢ = oo oder ¢ > 1 gelten.

Achtung: Fiir ¢ = 1 kann keine Aussage getroffen werden. In diesem Fall miissen andere
Argumente eingesetzt werden.

5 Potenzreihen (erste Grundlagen)

Definition 5.1. Eine Potenzreihe (in einer Variablen x) ist eine unendliche Reihe

fla) =) an(z—o)"

mit a, € R, c € R und A € N.
Bemerkung: In dieser Vorlesung setzen wir ¢ =0 und A = 0, 1.

Satz 5.2. Sei f(z) = >~ a, " eine Potenzrethe. Es gibt einr mitr = oo oderr € [0, 00)
mit folgenden Figenschaften:

o > > an,x" ist konvergent fiir alle' |x| < r;
o > jana™ ist divergent fiir alle® |x| > r.

Bemerkung (siehe Beweis): Setze L :=limsup,,_,.. v/|a,| € RU{oc}. Dann gilt

1+ wenn L € R\ {0};
r=4q00 wenn L =0;

0 wenn L = oo.

Definition 5.3. Die eindeutige Zahl r € R oder r = oo ist der Konvergenzradius von f.

IFiir = oo bedeutet |z| < r = oo dass z € R gilt.
2Fiir r = oo gibt es kein x mit 2 > oo, d.h. diese Eigenschaft ist trivialerweise immer giiltig.
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Definition 5.4 (und Beispiel).
Potenzreihe Konvergenzradius
X ,__ S l’n _
e’ = Z ] r = 00
n=0

ln(l—x)::—z% r—1
n=1

o0

In(1+ ) ;:Z(—nnﬂ‘% r=1
n=1
' 0 . w2n+1
sin(z) ::Z(—l) @1 T =00
n=0
OO . r2n
cos(x) ::Z(—l) o) r =00
n=0
1 1-3 1-3-5

2 2.4 2:4-6 2-4-6---8

Satz 5.5. Seien f(x) => " fax™ und g(x) = > " gn & Potenzreihen mit den Konver-
genzradien r1 # 0 und ro # 0. Setze r = min(ry, ry). Dann gilt:

1. h(z) =D 0" o(fa + gn)x™ ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius > r und es gilt
h(x) = f(z) +g(x) V]| <7

2. h(z) =307 0 O io fu gni) & ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius > r und
es qilt
Wx) = f(z)g(x) Vo] <r.

Satz 5.6. Seien f(x) => " fax" und g(x) = > " gn " Potenzreihen mit den Konver-
genzradien r # 0 und ro # 0. Gibt es ein a > 0 mit

f(z) = g(z) Vre(-aa)

so gilt
fn = 0n Vn € NO-

Satz 5.7. Sei f(z) = > " fnx" eine Potenzreihe mit fy # 0 mit dem Konvergenzradius
r # 0. Dann gibt es eine Potenzreihe g(x) =Y " gn & mit Konvergenzradius 7 > 0 mit

f@)glx)=g@) f(z)=1(=1+02" +02°+02°+...)
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6 Stetigkeit
Definition 6.1. Eine Folge (hy)n,>1 € RY heifit Nullfolge wenn lim,, .o h,, = 0 gilt.

Definition 6.2. Seix € (a,b) mita € R und b € R. Weiters, sei f: D — R eine Funktion
mit D = (a,b) oder D = (a,b)\{x}. f besitzt den Grenzwert M € R in dem Punkt x wenn

lim f(z+ hy) = M

n—o0

fiir alle Nullfolgen (hy)p>1 mit® x + hy, € (a,b) \ {z} gilt. In diesem Fall schreiben wir
M =lim f(x + h) = lim f(().
h—0 =z
Definition 6.3. Sei f: (a,b) — R eine Funktion mit a € RU{—o00} und b € RU {o0}.

1. f heifit stetig in x € (a,b) wenn f einen Grenzwert M in x besitzt und f(x) = M
qgilt.

2. f heifit stetig in (a,b) wenn f stetig in x fir all x € (a,b) ist.
Zusammenfassend:

Vo € (a,0) Y(hp)ns1 € ((a — 2,0 —2) \ {OHY : nhjEO h,=0= nlggo flx+h,) = f(x)

Vv
f ist stetig in =
A

~
f ist stetig in (a,b)

Bemerkung: Sei f: D — R eine Funktion mit D = (a,b) C R. Fiir “f ist stetig in I”, sagen
wir in Kurzform auch: “f ist stetig”.

Satz 6.4. Sei f: (a,b) — R eine Funktion mit a € RU{—o0} und b € RU {oco} und sei
x € (a,b). Folgende Aussagen sind dquivalent.

1. lime, f(C) = f(x) (d.h. f ist stetig in x).
2. ¥(2)n>1 € (a,0)F : lim,, oo 7, = 2 = f(2,) = f(2)
3. Ve >030 >0VC € (a,b): [(—z|<d=|f(C)— f(z)] <e.
Satz 6.5. Seien f: (a,b) = R und g: (a,b) — R stetig in (a,b). Dann gilt
1. f+ g ist stetig in (a,b).
2. f g ist stetig in (a,b).

3. Gilt g(x) # 0 fiir alle z € (a,b), dann ist auch § stetig in (a,b).
30der dquivalent h,, € (a —z,b— ) \ {0}.
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Satz 6.6. Seien f: (a,b) = (¢,d) und g: (¢,d) — R stetig. Dann ist

gof:(a,b) =R,z —g(f(z))
stetig in (a,b).

Satz 6.7. Sei f(x) =)~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r # 0. Dann ist
f stetig in (—r,r).

Satz 6.8 (Zwischenwertsatz). Sei f: (a, 8) — R stetig in («, 5) und a,b € R mit o < a <
b < B wobei f(a) <0 und f(b) >0 gilt. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit f({) = 0.

7 Differenzierbarkeit
Definition 7.1. Sei f: (a,b) = R mit a,b € RU {oo, —o0}.

1. f heifst differenzierbar in xo € (a,b) wenn es ein M € R gibt sodass fiir alle Nullfolgen
(hn)n>1 mit hy, + x¢ € (a,b) und hy, # 0 folgendes gilt:

@)= fw)

lim ;

T—x0 xXr — SCO

d.h. wenn
=M

lim f(zo + hn) — f(20)

n—so0 hy,

gilt. In diesem Fall schreibt man auch f'(xo) = M und nennt den Wert M die erste
Ableitung von f in xg.

2. f heifst differenzierbar auf (a,b) wenn f in jedem Punkt xo € (a,b) differenzierbar
1st. In diesem Fall nennt man

' (a,b) = R, x— f'(x0)
die Ableitung(sfunktion) von f.

3. Ist auch f": (a,b) — R differenzierbar auf (a,b) (d.h. f ist zweifach differenzierbar),
so heifit die Ableitungsfunktion (f')" von f’ auch zweite Ableitungsfunktion von f
und wir schreiben f" = (f'). Analog wird die dritte, vierte, etc. Ableitungsfunktion
eingefiihrt, wenn f dreifach, vierfach etc. differenzierbar ist. Fiir die nte Ableitungs-
funktion (n > 0) schreiben wir auch® f(x).

Bemerkung: Anstatt f’(z) schreibt man auch %(x) oder -L f(z).

Satz 7.2. Ist f: (a,b) — R differenzierbar in xy € (a,b), dann ist f stetig in xo. Ist f
differenzierbar auf (a,b), dann ist f stetig in (a,b).

D fO = f, fW = 1 fO = B =
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Satz 7.3. Seien f: (a,b) = R und g: (a,b) — R differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:
1. f+g ist differenzierbar auf (a,b) und es gilt (f +g)'(x) = f'(x)+¢'(z) fir z € (a,b).

2. fg ist differenzierbar auf (a,b) und es gilt (fg)(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(z) fir
z € (a,b).
3. Gilt g(x) # 0 fir alle x € (a,b), dann ist 5 differenzierbar auf (a,b) und es gilt

(5)/@7) _f (I)g(z)(;)é(l“)g (z) fiir @ € (a,b).

Satz 7.4. Seien f: (a,b) — (¢,d) und g: (¢,d) — R differenzierbar auf (a,b) und (c,d).
Dann ist g o f differenzierbar auf (a,b) und fir alle x € (a,b) gilt

(go f)(z) =g'(f(x)) ['(x).

Satz 7.5. Sei f(x) = a,a" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v # 0. Dann ist
[ differenzierbar auf (—r,r) und fir alle x € (—r,r) gilt

f(z) = i apna" Tt

Insbesondere ist der Konvergenzradius von [’ wieder r.

Satz 7.6. Sei f: (a,b) — (c,d) bijektiv und differenzierbar und gelte f'(x) # 0 fir alle
x € (a,b). Dann ist f~1 differenzierbar auf (a,b) und fiir alle z € (a,b) gilt

1
ffl / ) =
U=
Definition 7.7. Sei a € (0,00) und x € R. Wir definieren
a® = e® ln(a)‘

Satz 7.8 (Mittelwertsatz). Sei f: (o, ) — R differenzierbar auf (o, 5) und seien a,b € R
mit o« < a < b < fB. Dann existiert ein ¢ € (a,b) mit % = f'(Q).

Satz 7.9 (de 'Hospital). Seien f: (a,b) = R und g: (a,b) — R differenzierbar auf (a,b).
Sei & € (a,b) mit

f(@) =g(x) =0
und gelte ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b) \ {z}. Gilt

W@
L: alv%i g'(z)

€R,

i

so existiert der Grenzwert von 5 n T und es gilt

i @)
}:I—Ig} g(z) L.
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Definition 7.10. Sei f: (a,b) - R mit a,b € RU{—00,00}.
1. xo heifst (globale) Minimalstelle (Maximalstelle) von f wenn folgendes gilt:
V€ (a,0): f(x) = flzo) (f(z) < flxo)).
2. xy heifst lokale Minimalstelle (Mazximalstelle) von f wenn folgendes gilt:

de > 0Vx € Us(zg) : f(x) > flzo) (f(x) < f(xo)).

3. Eine Extremstelle ist eine lokale Minimalstelle oder Maximalstelle.
Satz 7.11. Sei f: (a,b) — R differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:
1. Ist xy € (a,b) eine Extremstelle, dann gilt f'(xq) = 0.

2. Ist f n-mal differenzierbar und gilt

fO (o) = fB(wg) =+ = f" (o) =0, f™£0,
so gilt:
(a) g ist eine lokale Minimalstelle falls n gerade und f™ > 0 ist;

(b) xq ist eine lokale Mazimalstelle falls n gerade und f™ < 0 ist;

(c) xo ist keine Extremstelle falls n ungerade ist.

Satz 7.12 (Formel von Taylor, 1685-1731). Sei f: (a,b) — R (n + 1)-mal differenzierbar
auf (a,b). Dann gilt fir zo,x € (a,b)

" "( () (g
£@) = S + L0 @ gy 4 LU0 e T o R e
! F ()
R1(x, o) = m(m _ Io)"“

wobei & zwischen xy und x liegt.

Satz 7.13 (Formel von Taylor, 1685-1731). Sei f: (a,b) — R beliebig oft differenzierbar
auf (a,b) und seien x,xy € (a,b). Gilt

lim R,.1(z,20) =0,
n—oo

so folgt

) (2,
fay =S L

n:
n=0
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8 Indefinite Integration (Stammfunktion)

Definition 8.1. Sei f: (a,b) — R mit a,b € RU{oo, —oco}. Fine differenzierbare Funktion
F: (a,b) = R auf (a,b) heifst Stammfunktion von f, wenn

fir alle x € (a,b) gilt.

Satz 8.2. Seien F und E Stammfunktionen von f: (a,b) — R. Dann gibt es ein c € R
mit

flx) = f(z) =¢

fir alle x € (a,b).
Notation: Sei F' eine Stammfunktion von f: (a,b) — R. Dann schreibt man
/f(:z:)d:c =F(z)+c

fiir die Gesamtheit aller Stammfunktionen.
Stammfunktionen elementarer Funktionen:

/(@) [ s
0 c
n 1 n+1
T T e ne R\ {-1}
i In|z|+c
e’ e’ +c
a® ﬁaw—%c, a€ (0,00)\ {1}
In(x) z(ln(z) —1)4+¢, z€(0,00)
log,(x) lnfa) (In(x) —1)4+¢, z€(0,00),a € (0,00)\ {1}
sin(x) —cos(z) + ¢
cos(x) sin(z) + ¢

Satz 8.3 (Integrationsregeln).

1. Summe: [(f(z)+ g(z))dz = [ f(z)dz + [ g(z)dx
2. konstanter Faktor: [ Af(x)dz = X [ f(z)dx fir X € R.
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3. partielle Integration: [ f(z)g'(x)dx = f(x) g(z) — [ f'(z)g(x)dx
4. Substitution: [ f(g(x))g'(x)dx = ([ (f(Y)dY)|ysg()-

Variante der Substitutionsregel: Wenn g entsprechend invertierbar ist, gilt

/ F(y)dy = / F(9(2))g @)y 1)
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9 Definite Integration (Riemannsche Definition)

Wir fiihren folgende Begriffe/Konstruktionen fiir eine Funktion f: [a,b] — R mit a,b € R
und a < b ein.

o X = (xg,1,...,x,) heilt eine Zerlegung von (a,b), wenn g, x1, ..., x, € R mit
a=20<T1<Tp<---<x,=>0
gilt.
e Die Feinheit von X wird definiert mit

®(x) = max (@; — z-1)-

o 7 =(&,&,...,&,) heiBt Zwischenpunktvektor von X, wenn &1, &, ..., &, € R mit
& € (i1, x)
fir 1 <i <n gilt.

e Die Riemann-Summe bzgl. X und Z ist
S(X,Z) = f(&)(wx — wxo1).
k=1

Definition 9.1. Eine Funktion f: [a,b] — R mit a,b € R und a < b und heifit Riemann-
integrierbar wenn fir jede Folge (X,)n>1 von Zerlegungen X, mit lim, ., ®(X,) = 0
und jedem zugehirigen Zwischenvektor Zy von Xy gilt, dass die Folge (a,)n>1 mit a, =
S(Xn, Zy,) € R konvergiert.

Satz 9.2. Ist f Riemann-integrierbar, so ist der Grenzwert (S(X,,, Z,))n>1 fir jede Folge
von Zerlegungen X, mit lim,_,., ®(X,,) = 0 und jeden entsprechenden Zwischenvektoren
Z,, identisch.

Definition 9.3. Sei f: [a,b] — R mit a,b € R und a < b Riemann-integrierbar. Der
eindeutig bestimmte Grenzwert heifit bestimmtes Integral von f auf [a,b] und wird mit

/a b F()dz

Satz 9.4. Sei [: (o, 5) = R mit o, f € R und o < 8 stetig. Dann ist [ auf dem Intervall
{0} # [a,b] C (o, B) Riemann-integrierbar.

bezeichnet.
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Definition 9.5. Sei f: [a,b] — R Riemann-integrierbar mit a < b. Wir definieren

llaf@ﬁm:zo

lUWsz—lUmy

Satz 9.6. Sei f: [«, 5] — R Riemann-integrierbar mit a, f € R und o < . Fiir a,b,c €

o, ] gilt b c c
lf@%+lf@m2Lf@m.

Satz 9.7 (Zweiter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: (o, 5) — R
stetig mit o, B € R und o < . Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/fmm=F@—Fw (= F(a)=)

fiir alle a,b € (a, B).
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