Analysis 326.022 - Winter 2012/2013 - Zweite Vorlesungsklausur 03.04.2013

Name: .o Matrikelnummer: ............ ... ........

Aufgabe 1 Es sei f: R — R eine Funktion und g: R — R, g(x) = f(z)2. Notieren Sie fiir
folgende Aussagen, ob sie wahr oder falsch sind.

a) Wenn f stetig ist, dann auch g. c¢) Wenn f differenzierbar ist, dann auch g.

b) Wenn g stetig ist, dann auch f. d) Wenn g differenzierbar ist, dann auch f.

Loésung. wahr, falsch, wahr, falsch.

Aufgabe 2 Sei (a,)52 eine Folge mit a, # 0 fiir alle n € N. Zeigen Sie: Wenn die Folge
(z1)2e ;) konvergiert, dann konvergiert die Reihe )7 a, %y fiir jedes 2 € R.

Losung. Sei a = lim,_, “Z“. Nach Annahme existiert dieser Grenzwert. Sei x € R beliebig. Es
gilt
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Daraus folgt mit dem Quotientenkriterium die Behauptung.
Aufgabe 3 Fiir jedes feste ¢ > 0 sei die Funktion

exp(tx)

fi: 3,7 =R, fi(z) = NrESTEETT

gegeben. Bestimmen Sie alle ¢, so dass f; im Punkt x = 1 eine Minimalstelle hat.

Losung. Zunichst gilt fiir beliebige positive ¢

exp(tx)tv/x — 2t + 3at — exp(tx)%/%ﬁ
x — 2t + 3ut
2t(x — 2t + 3at) — (14 3¢)
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i(z) =

Unter Berticksichtigung von exp(t) # 0 und ¢ > 0 folgt daraus
2t(1 — 2t + 3t) — (1 + 3t)
fih) = 2(1 — 2t + 3t)3/2
= 2A(1+t)—(1+3t)=0
— t=1

exp(t) =0

Da eine Extremstelle in z = 1 nur dann vorliegen kann, wenn f/(1) = 0 ist, folgt, dass dies allenfalls
fiir den Wert ¢ = 1 der Fall sein kann.

Dass fiir t = 1 tatséichlich ein Extremum vorliegt, folgt aus

filz) = 2z — 22 exp(z)

(2¢ —1)3/2
Y 2z —1)%2 — (z — 1)3 (22 — 1)1/22 -1
= ) = va(E R e 4 eneta)
2z—-1)-3z—-1)+(z—-1)2z - 1)
=2 Gz - 132 exp(x)

Aufgabe 4 Sei D = {(z,y) e R?: 0<z <y <1}.



a) Skizzieren Sie D.

b) Berechnen Sie [, zy?d(z,y).

Lésung. a)

| ‘ oy
0.5 1

Loy 'r1 v 1t 1l 1t 1
b 2d _ 2dd:/*22d:*/ 4d:**5 _ -
)/ny (z,9) /O/Oxy z dy O[zwy}oy 2 ) YW 2[511]0 5
vt r1 1 1/t 171 1 .71
der: 2d = Qdd:/f:sd:f/ —ahdr = = |=2? — =2°
oder /ny (x,y) /O/wxy y dx O[3myLm 3 0(33 x*)dx 3[21‘ 5.%}0
1,1 1 1/5 2 1
_3(5_5)_§<E_ﬁ>_ﬁ'
Aufgabe 5 Die Kurve
v:[0,107] — R?, ~(t) = (sin(t) — t cos(t), cos(t) + tsin(t))
beschreibt die rechts abgebildete Spirale.

a) Berechnen Sie die Lénge L(vy) von 7.

b) Man sagt, eine Kurve o: [a,b] — R™ ist ,nach der
Weglidnge parametrisiert®, falls fiir jedes t € [a,b] gilt
L(oljq,) = t, wobei 0|4 die Kurve bezeichnet, die
man aus o erhélt, indem man den Definitionsbereich auf
[a,t] C [a,b] einschrénkt.

Eine differenzierbare Kurve o: [a,b] — R™ ist genau dann nach der Weglénge parametrisiert,
wenn gilt a =0 und ||o’(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € [a, b].

Geben Sie eine Kurve 7: [0, L] — R? an, die nach der Wegléinge parametrisiert ist und das
gleiche Bild hat wie die obige Kurve 7.

Hinweis: Bestimmen Sie zundchst h(t) := L(v|j,) fiir allgemeines ¢ und iiberpriifen Sie
dann, dass 7 mit () = v(h~1(t)) die geforderte Eigenschaft hat.

Lésung. a) Nach dem entsprechenden Satz der Vorlesung gilt L(vy) = folow [l (¢)||dt. Mit

7' (t) = (cos(t) — cos(t) + tsin(t), —sin(t) + sin(t) + t cos(t))
= (tsin(t), tcos(t))

= @I =/ (tsin()® + (reos(t)® = VE =t

folgt also
107
1 107
L(v) = tdt = {42] = 5072,
m= 2] =50
b) Wie oben ergibt sich fiir allgemeines ¢

¢ 1,9t 1
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Lwno,ﬂ)—/o Y (@llar = [372] = 3¢



Setzt man h(t) = 3¢, so ist h=1(t) = v/2t. Wir definieren also, dem Hinweis folgend,

7:[0,507% — R?,  A(t) :=y(V2t) = (sin(\/ﬂ) — V2t cos(V/2t), cos(V/2t) + \/ﬂsin(\/ﬂ)).
Dann gilt:

2 2 . 2
27\/% - NeT cos(\/ﬂ) + \/ﬂsm(\/ﬂ)my

. 2 2 . 2
_ sm(\/ﬂ)ﬁ + EWor sin(v/2t) + \/ﬂcos(\/ﬂ)m)

= (Sin(\/ﬂ),cos(\/ﬂ))
= Ol = \fsin(v20)? + cos(v20)? = 1,

5(t) = (cos(v/20)

wie gefordert.



