9 Innere Produkte

In diesem Kapitel betrachten wir immer Vektorraume iiber dem Korper der reellen
Zahlen R oder dem Korper der komplexen Zahlen C.

Definition 9.1: Sei V ein Vektorraum iiber R. Ein inneres Produkt oder Skalarpro-
dukt auf V ist eine Abbildung f : V? — R, geschrieben als (x,y) — (z|y), sodass fiir alle
x,2’,y € V und alle o € R folgendes gilt:

(1) (z+2'ly) = (zly) + (&'[y);

(2) (azly) = afzly);

(3) (zly) = (ylz);

(4) (x|x) > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn z = 0.

Unter einem reellen inneren Produktraum verstehen wir einen Vektorraum V' iiber
R, auf welchem ein inneres Produkt (.|.) erkért ist.

In analoger Weise kénnen wir ein inneres Produkt auf einem Vektorraum tiber C betrach-
ten; wir miissen nur die Eigenschaft (3) ersetzen durch die Eigenschaft (3):

(3) (zly) = (ylo),

wobei ¢ die komplex konjugierte Zahl zu c ist (man beachte, dass daraus wegen (x|xr) =
(x|z) folgt (x|z) € R, also die Bedingung (4) sinnvoll ist).

Unter einem komplexen inneren Produktraum verstehen wir einen Vektorraum V'
iitber C, auf welchem ein inneres Produkt (.|.) erkart ist.

Abktirzend nennen wir einen inneren Produktraum einfach IP-Raum. O

Wir erinnern daran, dass fiir eine komplexe Zahl ¢ = a+bi die die komplex konjugierte
Zahl die Gestalt ¢ = a — bi hat. Fir eine reelle Zahl r gilt ¥ = r. Wir konnen also

die Eigenschaft (3) auch fiir einen reellen Vektorraum mit innerem Produkt fordern, sie
wird in diesem Fall einfach zu (3). Wir werden also meist einfach von (3) sprechen, im
komplexen Fall aber darunter (3) verstehen.

Lemma 9.2: Sei V ein (reeller oder komplexer) IP-Raum mit innerem Produkt (.|.),
und K der Grundkorper, also K = R oder K = C. Dann gelten auch die folgenden
Beziehungen fiir alle x,y,y' € V und a € K:

() {zly +y) = {zly) + (@y),
(6) (xlay) =alzly),
(7) (2|0y) = 0= (Oy|y).
Beispiel 9.3: Auf dem reellen Vektorraum R™ ist die Abbildung

(.|.): R"” x R* — R
<(I17 s ’xn)|(y1> ce ayn)> = Z?:1 T3l
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offensichtlich ein inneres Produkt. Es heisst das kanonische innere Produkt oder
kanonische Skalarprodukt auf R".
Auf dem komplexen Vektorraum C™ ist die Abbildung
(.|.): CrxCr—C
((z1, - zn) (o wy)) = D00 205

offensichtlich ein inneres Produkt. Es heisst das kanonische innere Produkt oder
kanonische Skalarprodukt auf C”. 0

Beispiel 9.4: (a) Seien a,b € R mit a < b und sei V' = C([a, b],R) der reelle Vektorraum
der stetigen Funktionen von [a,b] nach R. Aus elementaren Eigenschaften des Integrals
leitet man her, dass die Abbildung von V' x V nach R, definiert durch

(f.9) — (flg) = / 19

ein inneres Produkt auf V' = C(]a, b], R) ist.
(b) Ebenso ist auf dem reellen Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich
n, also Pol,(R), die Abbildung

(p,q) — (plg) = /0 pq

ein inneres Produkt. m|

Beispiel 9.5: Fiir n x n Matrizen A ist die Spur (trace) definiert als
spur(A) = Z @i -
i=1

Mittels der Abbildung
<A’B> = spur(BTA) = Z aijbij
ij=1
wird der reelle Vektorraum Mat,,»,,(R) zu einem inneren Produktraum.

Mittels der Abbildung o
(A|B) = spur(BTA)

wird der komplexe Vektorraum Mat,,x,,(C) zu einem inneren Produktraum. O

Definition 9.6: Sei V' ein (reeller oder komplexer) IP-Raum. Fiir jedes x € V definieren
wir die Norm von x als die nicht-negative reelle Zahl

[ |l = /(zxlz) .

Wir nennen ein x € V normiert, wenn || z ||= 1.
Fiir x,y € V definieren wir den Abstand (Distanz) zwischen x und y als

d(z,y) =lz—yll . =
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Aus der Eigenschaft (4) folgt sofort: || z ||[=0 <= z =0y.

Beispiel 9.7: Sei R? der reelle IP-Raum unter dem kanonischen inneren Produkt. Dann
gilt offensichtlich fiir z = (xy, x5)

lo|* = 2% +23,

also || z || ist der Abstand von x zum Ursprung (0, 0).
Ebenso gilt fir y = (y1, y2)

o=y |*= (21— y1)*+ (2 — 1),
also ||  — y || ist der Abstand zwischen x und y. i
Satz 9.8: Sei V' ein IP-Raum. Dann gilt fiir alle x,y € V und alle Skalare \:
() [ Azl = AL f;
(ii) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) ' [{z|y)] < | = |- | ¥ I;

(iii) (Dreiecksungleichung) ||z+y || < |z |+ v]|-

Beispiel 9.9: Im inneren Produktraum R”™ unter dem kanonischen inneren Produkt
bedeutet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung;:

n n n
|Z$iyz| < fo ny :
=1 =1 =1

Definition 9.10: Sei V' ein innerer Produktraum. x,y € V heissen orthogonal genau
dann, wenn (z|y) = 0. Wir schreiben dafiir x L y.

Eine Teilmenge S von V' \ {0} heisst eine orthogonale Teilmenge bzw. ein Orthog-
onalsystem genau dann, wenn jedes Paar verschiedener Elemente von S orthogonal ist.
Ist S eine Basis von V', so heisst es eine orthogonale Basis oder Orthogonalbasis.
Eine orthonormale Teilmenge bzw. ein Orthonormalsystem von V' ist ein Orthog-
onalsystem S, sodass || x ||= 1 fiir jedes x € S. Ist S eine Basis von V', so heisst es eine
orthonormale Basis oder Orthonormalbasis.

Beispiel 9.11: (a) Bzgl. des kanonischen inneren Produkts bilden die kanonischen Basen
von R und C" orthonormale Teilmengen. In R? etwa sind zwei Vektoren z = (z1, z3),y =
(y1,y2) orthogonal genau dann, wenn z1y; + xays = 0. Geometrisch bedeutet das, dass
die Gerade vom Nullpunkt durch = senkrecht liegt zur Geraden vom Nullpunkt durch y.
(b) Die Matrizen E;; bilden eine orthonormale Teilmenge des inneren Produktraums der
n X n Matrizen aus Bsp. 9.5. O

Satz 9.12: Sei V ein innerer Produktraum und S eine orthogonale Teilmenge, welche
nicht den Nullvektor enthalt. Dann ist S linear unabhangig.

Satz 9.13: Sei V ein innerer Produktraum und sei {bi,...,b,} eine orthonormale Teil-
menge. Dann gilt fiir alle x € V:

> [alb)* <|lz|* .  (Bessel-Ungleichung)
=1

! Augustin L. Cauchy (1789-1857), Hermann A. Schwarz (1843-1921)
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Satz 9.14: Sei V ein innerer Produktraum, sei B = {by,...,b,} eine orthonormale
Teilmenge, und sei W = span(B). Dann sind die folgenden Aussagen dquvalent:

1) xeW;

(1)
(2) 2oy [l [ =l = 1%
(3) @ =D i (w[bi)bi;

(4)

4) (zly) = > (@]bi){bily) fiir alley € V.
Definition 9.15: Sei V ein innerer Produktraum. Fine orthonomale Basis von V ist
eine orthonormale Teilmenge, welche eine Basis von V' ist.

Beispiel 9.16: Die kanonischen Basen in R™, C", Mat,,«,(R), Mat,,«,(C) sind orthonor-
male Basen. O

Jeder endlichdimensionale innere Produktraum besitzt eine orthonormale Basis. Eine
solche orthonormale Basis kann auch aus einer gegebenen Basis konstruiert werden durch
den sogenannten Gram-Schmidt Orthonormalisierungsprozess.

Satz 9.17 (Gram-Schmidt Orthonormalisierungsprozess): Sei V' ein innerer Produkt-
raum. Fir jeden Vektor x # 0 verwenden wir die Bezeichnung «* = z/ || x ||. Ist
X = {xy,..., 21} eine k-elementige linear unabhéangige Teilmenge von V', und sind die
Vektoren y; (1 <i < k) definiert als

n = iL'T,
yo = (22— (@2ly1)yn)",
. k—1 «
g = (o — 2o (@xly)yi)”,
dann ist Y = {y1,...,yx} eine orthonormale Basis fiir span(X).

Korollar: Jeder endlichdimensionale innere Produktraum hat eine orthonormale Basis.
Beispiel 9.18: Im inneren Produktraum R? bzgl. des kanonischen inneren Produkts
gehen wir aus von der Basis

z=(0,1,1), @ =(1,0,1), a3=(1,1,0).

Daraus wollen wir eine orthonormale Basis {y1, 99, y3} konstruieren mittels des Gram-
Schmidt-Orthonormalisierungsprozesses.
Zunéachst setzen wir

1
= = —=(0,1,1).
[EZ0 VD)

Danach bestimmen wir

75((1,0,1)[(0,1,1)) 75(0, 1, 1)

Ty = (Z2lyyn = (
(



und erhalten durch Normalisierung

Yo 1= (2,-1,1).

Sl

Schliesslich bestimmen wir

2
w3 — (T3|y2)y2 — (T3|y1)y1 = g(L 1,-1),

und erhalten durch Normalisierung

S (1,1,-1)
Ys - \/g 5 L :
Somit haben wir eine orthonormale Basis {41, y2,y3} gefunden. o

Satz 9.19 (Pythagoras): (Pythagoras von Samos, ca 580-500 v.Chr.) Sei V' ein IP-
Raum und x,y orthogonale Elemente in V' \ {0}, also x L y. Dann gilt

le+y*=lzl*+lyl* .

Im folgenden geben wir zu einem Vektor v € V' und dem von einer Orthonormalbasis
aufgespannten Teilraum W die “beste” Approximation in W zu v an.

Satz 9.20: Sei S = {s1,...,5mn} ein Orthonormalsystem im IP-Raum V. Sei v € V' und
sei vg ==Y " (v]s;)s;. Dann gilt fiir alle t € span(S):

(i) (v—vg) Lt,

(i) |v—-vs| <[lv—-t]

Definition 9.21: Sei S = {s1, ..., s} ein Orthonormalsystem im IP-Raum V. Seiv € V
und sei vg :=Y_.* (v]s;)s;. Der Vektor vg heisst auch die orthogonale Projektion von
v auf span(S). Wie wir oben gesehen haben ist vs die beste Approximation zu v in
span(S).

Die Identitét (3) in Satz 9.14 fiir x € span(B)

n

v o= Y (xlb)b;

i=1

nennt man auch Fourier-Entwicklung von = bzgl. der orthonormalen Basis B (Jean-
Baptiste Fourier, 1768-1830). Die Skalare (z|b;) heissen dabei die Fourier-Koeffizienten
von .

Die Identitéat (4) in Satz 9.14 nennt man auch Parseval-Identitét.

Satz 9.22: Sei V ein endlichdimensionaler innerer Produktraum der Dimension n. Zu
jeder orthonormalen Teilmenge {x1,...,x;} gibt €s Tgi1,...,T, € V, sodass {z1,...,x,}
eine orthonormale Basis von V ist.
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Definition 9.23: Seien V und W innere Produktraume iiber demselben Korper. FEin
Vektorraumisomorphismus f : V' — W ist ein innerer Produktisomorphismus genau
dann, wenn f innere Produkte erhalt, also wenn gilt

(f(@)[f(y)) = (zly) fiir alle z,y € V.

Satz 9.24: Seien V und W endlichdimensionale innere Produktraume iiber demselben
Korper. Sei B = {by,...,b,} eine orthonormale Basis von V. Dann ist f : V — W
ein innerer Produktisomorphismus genau dann, wenn f(B) = {f(b),..., f(b,)} eine
orthonormale Basis von W ist.

Ein Skalarprodukt erzeugt also eine Norm auf einem reellen oder komplexen Vektor-
raum. Wir konnen aber auch die wesentlichen Eigenschaften einer solchen Norm zur
abstrakten Definition eines normierten Vektorraums heranziehen.

Definition 9.25: Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum, also K = R oder K = C.
FEine Abbildung || ||: V — {z € R|x > 0} heisst eine Norm auf V' genau dann, wenn fiir
allex,x’ € V, A € K gilt

(1) || = ||> 0, mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0,
(2) 1Az f|= A ],
3) |z+2"[|[<|| x| + ||« | (Dreiecksungleichung).

Ist auf V' eine Norm definiert, so heisst V' ein normierter Vektorraum.

Beispiel 9.26: Wir haben oben schon gesehen, dass jedes Skalarprodukt eine Norm
induziert. Aber nicht jede Norm ist von einem Skalarprodukt induziert. Ein Beispiel
dafiir ist die Maximumsnorm etwa auf R?%:

(2, y) llmax := max(|z], [y]).

Es gibt kein Skalarprodukt auf R?, welches die Maximumsnorm induziert. 0

Mittels eines Skalarprodukts konnen wir auch vom Winkel zwischen zwei Elementen
eines Vektorraums sprechen. Dieser so eingefiihrte Begriff des Winkels stimmt im Fall
von R? mit dem allgemein iiblichen Begriff {iberein.

Satz 9.27: Sei V ein reeller IP-Raum. Dann gilt fiir alle z,y € V

Definition 9.28: Sei V' ein IP-Raum und seien x,y zwei vom Nullvektor verschiedene
Elemente von V. Dann heisst der in [0, ) eindeutig bestimmte Winkel ov mit

{z]y)
-y

der Winkel zwischen = und y, geschrieben als o = Z(z,y).
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Satz 9.29: Der Winkel zwischen zwei Vektoren in einem IP-Raum ist unabhingig von
der “Lange” des Vektors. Insbesondere kénnen wir die Vektoren normieren vor der Be-
stimmung des Winkels:

X Y ..
Lx,y) = é(m,m) fiir alle z,y € V, © # 0 # y.

Satz 9.30: In R? mit dem kanonischen Skalarprodukt ist der Winkel zwischen zwei
Vektoren unabhédngig von Rotation. Dazu schreiben wir (in isomorpher Weise) die Vek-
toren als Spaltenvektoren. Wir betrachten fiir zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren
x = (11,22)7 und y = (y1,92)" die um den Winkel 6 rotierten Vektoren (vgl. Kap. 2.2)

_( cos@ sin0 e _( cost sinf A
0=\ _sin® cosé T o Y=\ _sing cosh ys )
Dann gilt Z(z,y) = Z(xq,yo).

Aufgrund dieser Invarianzen reicht es aus, in R? etwa den Winkel zwischen einem
Vektor = (21, x2) der Lange (Norm) 1 und dem Vektor e; = (1,0) zu betrachten. Durch
Skizzierung auf dem Einheitskreis sieht man sofort, dass in der klassischen analytischen
Geometrie fiir den Winkel o zwischen x und e; gelten sollte

cos o = I7.

Das ergibt sich offensichtlich auch aus obiger allgemeiner Definition angewandt auf diesen
Spezialfall:

(zles)
cosaq = ————— = (x|e1) = 3.
[l {1 ea |l

Beispiel 9.31: Wir betrachten noch ein Beispiel zur Fourierentwicklung. Als IP-Raum
nehmen wir C([0, 27}, R) mit dem in Beispiel 9.4(a) definierten inneren Produkt

o= [ o

Die Funktionen e(x), fi(x), gr(x) seien erkért als
e(r) =1, sgp(z) =sin(kzr), cx(z)=cos(kx) firk e N\ {0} .

Dann ist

S={e} U {spll <k} U {cil <k}

eine orthogonale Teilmenge von C([0,27], R) (Details siehe Ubungen).
Normieren wir die Elemente in S, so erhalten wir das Orthonormalsystem

S = {\/_}U{fsk|1<k}U{\/_Ck|l<k}

(man beachte, dass die Elemente von S Funktionen von [0, 27] nach R sind).

Sei nun W, der (2n + 1)-dimensionale Teilraum von C([0, 27, R), welcher aufgespannt
wird durch die Orthonormalbasis

sp|1<k<n} U {—ck|1<k<n}
\/_

{J_}U{f
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Dann erhalten wir die beste Approximation zu einer Funktion f(z) € C([0, 27|, R) als das
Element

folz) = /\0—+Z)\k1—sm (kx) Zx\kg—cos k)

wobei
Ao = <f( % \/g f

Meq = (f(z )|fsm f )sin(kz)de V1<k<n,
)\k,2:<f(a:)]%cos f Jeos(kx)der V1<k<mn.

Ist f(z) unendlich oft differenmerbar, dann ist ( fn(2))n>1 eine Cauchy-Folge mit Limes
f(z). Wir konnen also dann schreiben

1
flz) = N—= +Z)\k1 Sln (kx) + Z)\k o——=cos(kz) .
k>1 k>1 VT

Das ist die Darstellung der Funktion f(z) als Fourier-Reihe. i

Projektionen

Definition 9.32: Seien A und B Unterraume des Vektorraums V', sodass V = A& B
(also V' ist das direkte Produkt von A und B, vgl. Def. 5.35). Also kann jedes x € V
eindeutig dargestellt werden als x = a + b fiir a € A und b € B. Unter der Projektion
auf A parallel zu B verstehen wir die lineare Abbildung p : V — V mit p(z) =a. O

Beispiel 9.33: Der reelle Vektorraum R? kann dargestellt werden als direkte Summe
R* = X@D
fiir
X ={(z,0) | z€eR} und D ={(z,2)|zeR}.
Die Projektion auf X parallel zu D ist gegeben durch

p(x,y) = (ZE—y,O) .

Das Bild des Punktes (z,y) ist also der Schnittpunkt der Geraden durch (z,y) parallel
zu D mit der Geraden X. Deshalb auch die Terminologie “Projektion parallel zu einem
Unterraum”. ]

Definition 9.34: Sei V' ein Vektorraum und f : V' — V eine lineare Abbildung. f ist eine
Projektion wenn es Unterrdume A, B gibt, sodass V = A @ B und f ist die Projektion
auf A parallel zu B.

f heisst idempotent wenn gilt f? = f. O

Satz 9.35: Sei der Vektorraum V die direkte Summe der Unterrdaume A und B, also
V =A® B. Sei p die Projektion auf A parallel zu B. Dann gilt:

(i) A =im(p),
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(i) A={zeV|z=p)}
(iii) B = kern(p),

(iv) p ist idempotent.
Satz 9.36: FEine linecare Abbildung f : V — V ist eine Projektion gdw f idempotent

ist. Ist das der Fall, dann lasst sich der Vektorraum V darstellen als die direkte Summe
V =im(f) @ kern(f), und f ist die Projektion auf im(f) parallel zu kern(f).

Satz 9.37: Ist f : V — V eine Projektion, dann ist auch idy — f eine Projektion, und es
gilt im(f) = kern(idy — f).

Wir wollen nun eine Verbindung herstellen zwischen der Dekomposition eines Vektor-
raums in eine direkte Summe und Projektionen.

Satz 9.38: Sei V ein Vektorraum. FEs gibt vom Nullraum verschiedene Teilraume
Vi,...,V, mit V. = @, V; genau dann, wenn es von der Nullabbildung verschiedene
lineare Abbildungen py,...,p, : V — V gibt, sodass

(i) >r,pi=idy, und
(ii) p;op; =0 fiir alle i # j.

Weiters ist jede Abbildung p; notwendigerweise eine Projektion und V; = im(p;).
Beispiel 9.39: Der reelle Vektorraum R? besitzt offensichtlich die Dekomposition

R = XY,

wobei X = {(z,0)|x € R} die z-Achse und Y = {(0,y)|y € R} die y-Achse ist. Die
Projektion auf X parallel zu Y ist gegeben durch px(z,y) = (x,0) und die Projektion auf
Y parallel zu X ist gegeben durch py(x,y) = (0,y). Offensichlich gelten die Beziehungen

px +py =id und pxopy =0=pyopx,

also die Beziehungen (i) und (ii) aus Satz 9.38. m

Solche Projektionen und damit Dekompositionen ergeben sich insbesondere in inneren
Produktraumen. Das wollen wir im folgenden untersuchen.

Definitiion 9.40: Sei V' ein IP-Raum und E eine nicht-leere Teilmenge von V. Das
orthogonale Komplement von E, geschrieben E*, ist die Menge aller Elemente von
V', welche zu jedem Element von E orthogonal sind, also

Et = {ycV|(zly) =0 fiirallex € E} . m

Lemma 9.41: Sei V ein IP-Raum.
(i) Fiir jede Teilmenge E von V ist E+ ein Teilraum von V.

(i) V+ = {0} und {0}+ =V.
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Satz 9.42: Sei V ein IP-Raum und sei W ein endlich-dimensionaler Teilraum von V.
Dann gilt
V = WeWwt.

Satz 9.43: Ist V ein endlich-dimensionaler IP-Raum und W ein Teilraum von V', dann
gilt

dim(W+) = dim(V) — dim(W) .
Weiters gilt (W+)+ =W.

Satz 9.44: Sei V ein endlichdimensionaler IP-Raum, und seien A und B Teilrdaume von
V. Dann gilt

(i) ACB = Bt C At

(i) (ANB)* = A+ + B*;

(i) (A+ B)* = AtnB*-
Beispiel 9.45: Wir betrachten dieselbe Situation wie in Beispiel 9.18. Sei

W = span({x;,x2}) = span({(0,1,1),(1,0,1)}) .
Wir bestimmen W+. Eine Orthogonalbasis fiir R? ist
{(0,1,1), (2,-1,1), (1,1,-1)} .

Dabei ist W = span({(0, 1,1), (2, —1,1)}), und daher W+ = span({(1,1, —1)}). m

Orthogonale Matrizen und Abbildungen

Definition 9.46: Sei A € Mat,,«,(R) oder A € Mat,,,,(C). Die Matrix A heisst ortho-
gonal, falls die Zeilen von A bzg. des kanonischen Skalarprodukts eine Orthonormalbasis
von R™ bzw. C" bilden. Orthogonale Matrizen iiber dem Komplexen nennt man auch
unitar. O

Man beachte, dass fiir orthogonale Matrizen nicht nur die Orthogonalitéat der Zeilen
gefordert wird, sondern deren Orthonormalitéat.

Beispiel 9.47: Rotationsmatrizen (vgl. Kap. 2.2)

cosf sind
Ry = (— sinf cos 9)

10
= (0 5)

bewirkt eine Spiegelung um die z-Achse:

sind orthogonale Matrizen.
Die Matrix



Solche Spiegelungsmatrizen sind ebenfalls orthogonale Matrizen. 0

Satz 9.48: Sei A eine n x n-Matrix iiber R oder C. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) A ist orthogonal;

(i) A- AT =1,;
(iii =1I,;
(iv) A ist regulir und A~1 = AT;

(v) AT ist orthogonal, also die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R,,;

)
)
) A
)
)
)

(vi) es gibt Orthonormalbasen B und C von R™ bzw. C", sodass A die zugehérige
Basistransformationsmatrix ist, also A = A§,.

Satz 9.49: Sei h € Hom(V, V) eine lineare Abbildung auf dem IP-Raum V. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) || h(v) [|=] v || und £(v,w) = Z(h(v), h(w)) fiir alle v,w € V;
(i) (h(v)|h(w)) = (v|w) fiir alle v,w € V;

(iii) Ap g p (die Darstellungsmatrix von h bzgl. B) ist orthogonal fiir alle Orthonormal-
basen B von V.

Definition 9.50: Sei h € Hom(V, V') eine lineare Abbildung auf dem IP-Raum V', und
erfiille h eine (und damit alle) Bedingungen in Satz 9.49. Dann heisst h orthogonal oder
eine Isometrie. Fine Isometrie iiber dem Grundkorper C nennt man auch unitar. 0

Beispiel 9.51: Alle Drehungen sind Isometrien.
Uber C ist die lineare Abbildung h : C* — C? mit

1140 —144\ (=
he,y) = 5(1—@' —1—¢) <y>

eine Isometrie, also eine unitéare Abbildung. O
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