8 Eigenwerte und Eigenvektoren

In Def. 6.41 haben wir eine quadratische Matrix B ahnlich zu einer quadratischen
Matrix A genannt, wenn gilt
B=P'AP

fiir eine invertierbare Matrix P. In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, unter welchen
Bedingungen eine Matrix zu einer Diagonalmatrix ahnlich ist.

Wir werden in diesem Kapitel immer quadratische n x n Matrizen iiber einem Korper
K betrachten, wenn nichts anderes explizit vereinbart wird.

Definition 8.1: Sei A eine n x n Matrix und sei A ein Skalar (€ K ). Wenn es einen vom
Nullvektor verschiedenen Spaltenvektor x gibt, sodass

Ar = \r,

dann heisst A ein Eigenwert der Matrix A. So ein Vektor x heisst ein zum Eigenwert A
gehoriger Eigenvektor.

Satz 8.2: Fin Skalar \ ist ein Eigenwert der Matrix A genau dann, wenn

A= \,| = 0.

Korollar: Ahnliche Matrizen haben dieselben FEigenwerte.

Schreiben wir A = (a;;), so sehen wir, dass offensichtlich

aj; — A Q12 s Q1n
a1 gy — A - -- Q2n
|A—\,| =
an1 an2 e Anp — /\

ein Polynom vom Grad n in A ist.

Definition 8.3: Das Polynom |A — AI,| vom Grad n in der Variablen A heisst das
charakteristische Polynom der Matrix A, geschrieben als c4(\). Unter der charak-
teristischen Gleichung von A verstehen wir die Gleichung

ca(\) = [A—AL| = 0. o

Somit konnten wir Satz 8.2 auch wie folgendermassen ausdriicken: Die Eigenwerte von
A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A. Ist der Grundkorper etwa
K = C (oder ein anderer algebraisch abgeschlossener Korper), so hat jedes univariate
Polynom mit Koeffizienten in K auch (mindestens) eine Losung in K. Insbesondere sieht
man daraus, dass jede Matrix einen Eigenwert hat. Weiters lasst sich das charakteristische
Polynom iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper in n Linearfaktoren zerlegen, also

ca(A) = (=D"(A = M) (A = Ag)™ - (A= A)™ (+)
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wobei Ay, ..., \; die Eigenwerte von A sind und ry + -+ -7, = n.

Definition 8.4: Die Exponenten ry, ..., 1y in der Gleichung (%) heissen die zu den Eigen-
werten Aq, ..., A\, von A gehorigen algebraischen Vielfachheiten.

Beispiel 8.5: (a) Wir betrachten die Matrix

= (40

in Matay2(R). Das charakteristische Polynom von A ist
-2 1
-1

_A’ =XN4+1=A+i)\—1i).

ca(N) = A= A| = ’

Uber dem Korper R hat also A keinen Eigenwert. Aber natiirlich kénnen wir die Matrix
A auch tber dem Grundkorper C betrachten, und dann hat A die Eigenwerte +i, jeden
mit algebraischer Vielfachheit 1.

(b) Wir betrachten die Matrix

-3 1 -1
B=\|-75 -1
-6 6 —2

in Mats.3(R). Das charakteristische Polynom von B ist

—3-) 1 —1
cgA)=|B—=Ms|=| -7 5-X -1 |=—-(A+2)2*A—4).
—6 6 —2—A

B hat also die reellen Eigenwerte —2 und 4, und zwar mit den algebraischen Vielfachheiten
2 bzw. 1. O
Lemma 8.6: Sei A € Mat,,«,(K) und sei A ein Eigenwert von A. Dann ist die Menge
(von Spaltenvektoren)

E4 ) ={z € Mat,1(K) | Az = Az}
(also die Menge der zu A und X\ gehérigen Eigenvektoren zusammen mit dem Nullvektor)
ein linearer Unterraum von Mat,, 1 (K).

Definition 8.7: Seien A und A\ wie in Lemma 8.6. Der lineare Raum E 4 » heisst der zu
A und X\ gehdrige Eigenraum. dim(FE4 ) heisst die geometrische Vielfachheit des
FEigenwertes \.

Ist A aus dem Kontext klar, so schreiben wir statt £4 » auch einfach Ej.

Beispiel 8.8: Sei B die 3 x 3 Matrix aus Beispiel 8.5(b). Der Eigenraum zum Eigenvektor
-2, also Ep _9 = E_5 besteht aus den Losungen des SLG

11 =1\ [x 0
77 —1| (=] =0
6 6 0 T3 0
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Man priift leicht nach, dass
E_5 = span((1,1,0)7) .

Die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes —2 ist also 1 und somit kleiner als die
algebraische Vielfachheit.
Der Eigenraum zum FEigenvektor 4, also Ej, besteht aus den Losungen des SLG

-7 1 -1 T1 0
-6 6 —6 T3 0

Man priift leicht nach, dass
E; = span((0,1,1)7) .

Die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes 4 ist also 1 und somit gleich wie die alge-
braische Vielfachheit.
Wir fithren einige dieser Berechnungen in Maple 9.5 aus:
> with(Linear Algebra):
> A := Matrix([[-3,1,-1],[-7,5,-1],[-6,6,-2]]);

-3 1 -1
A= |-T 5 —1
-6 6 —2
> Eigenvalues(A);
4
—2
-2
> CharacteristicPolynomial(A,x);
z® — 12z — 16

> factor(%);

> Eigenvectors(A);

Dabei ist die i-te Spalte des zweiten Teils des Ergebnisses ein Element des Eigenraums des
i-ten Eigenwertes im ersten Teil des Ergebnisses, und diese Vektoren zusammen spannen
den jeweiligen Eigenraum auf. ]

Satz 8.9: Sind A\, \y zwei verschiedene Eigenwerte von A, dann gilt Ey, N Ey, = {0}.

Wir wissen aus Kapitel 6, dass sich jede lineare Abbildung zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen darstellen lasst als Multiplikation mit einer Matrix (Darstellungs-
matrix). Andererseits ist natiirlich jede Abbildung der Form

r — Ax
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linear. Dieser Zusammenhang fiithrt auf natiirliche Weise zum Begriff des Eigenwertes
einer linearen Abbildung.

Definition 8.10: Sei V' ein linearer Teilraum von W. Sei f : V — W eine lineare
Abbildung und sei A ein Skalar im Grundkérper K. X heisst Eigenwert von f genau dann,
wenn es ein v € V '\ {0} gibt mit f(x) = Ax. Ein solches x heisst dann Eigenvektor zum
Eigenwert \. Auf analoge Weise wie oben definiert man Eigenrdume, sowie algebraische
und geometrische Vielfachheit von Eigenwerten.

Beispiel 8.11: (a) Sei f die lineare Abbildung

f: R3 — R3
(z,y,2) — (W+zr+z,0+Y)

Beziiglich der natiirlichen geordneten Basis von R? hat f die Darstellungsmatrix
01 1
A=|1 0 1
110
Die Matrix A hat das charakteristische Polynom

caA) =—(A+1>*A—2).

Somit hat A und daher auch f die Eigenwerte -1 und 2, und zwar mit algebraischer
Vielfachheit 2 bzw. 1.
(b) Sei Diff(R, R) der Vektorraum aller differentierbaren reellen Funktionen (iiber R). Die
Differentiationsabbildung

D : Diff(R, R) — Fun(R, R)

ist linear. Ein Eigenvektor von D ist eine von der Nullfunktion verschiedene differentier-
bare Funktion f(z), sodass fiir ein A € R gilt: D(f) = Af. Aus der Analysis und der
Theorie der Differentialgleichung ergibt sich, dass die Eigenvektoren von D die Funktionen
der Form

fla) = ke

sind. Die lineare Abbildung Diff hat also unendlich viele Eigenwerte A € R\ {0}. m

Satz 8.12: Sei f : V — V eine lineare Abbildung, seien \i,...,\, verschiedene Eigen-
werte von f und sei fiir jedes i € {1,...,k} der Vektor x; ein Eigenvektor zum Eigenwert
A;. Dann sind die Vektoren x1, ..., x} linear unabhangig.

Definition 8.13: Die lineare Abbildung f : V — V auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum V' heisst diagonalisierbar, wenn es eine geordnete Basis (vy,...,v,) von V
gibt, beziiglich derer die Darstellungsmatrix von f eine Diagonalmatrix ist.

Ebenso nennen wir eine quadratische Matrix A diagonalisierbar, wenn sie ahnlich ist
zu einer Diagonalmatrix.

Satz 8.14: (a) Eine lineare Abbildung f : V — V auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum V' ist diagonalisierbar g.d.w. V eine Basis besitzt, welche aus Figenvektoren
von f besteht.

(b) Eine quadratische n x n Matrix A ist diagonalisierbar g.d.w. sie n linear unabhingige
FEigenvektoren besitzt.
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Beweis: (a) Laut Definition ist f diagonalisierbar g.d.w. es eine geordnete Basis
(v1,...,v,) gibt, sodass

f(Ul) = v
f(%) = AoV

Flva) = o

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn die \; Eigenwerte mit zugehorigen Eigen-
vektoren v; sind.
(b) Wir interpretieren die Matrix A als Darstellungsmatrix der linearen Abbildung

fa: K" — K"

r +— Ax.

Die Matrix A ist diagonalisierbar g.d.w.

es eine regulire Matrix P und eine Diagonalmatrix D gibt, sodass A = P~'DP. Diese
Matrix P ist natiirlich eine Basistransformationsmatrix. Das ist also der Fall g.d.w.

die lineare Abbildung f4 diagonalisierbar ist, also (wegen (a)) g.d.w.

es eine geordnete Basis (vq,...,v,) von K™ und Ay, ..., A, gibt, sodass Av; = fa(v;) = \v;
fiir alle 7. Das aber heisst nichts anderes als dass A n linear unabhéngige Figenvektoren
besitzt. O

Bemerkung: Laut Definition ist A diagonalisierbar g.d.w. es eine invertierbare Matrix
P und eine Diagonalmatrix D gibt, sodass A = P7!DP. A und D haben dieselben
Eigenwerte. Sei
At
D =
An

Die kanonische Basis von K" ist eine Basis aus Eigenvektoren von D: De; = \e;. Die
Vektoren P~ley, ..., P~ le, sind Eigenvektoren von A, denn

A(P7te;)) = P'DP(P'e;) = P 'De; = P Nie; = (P ley) .
Ausserdem sind die Vektoren P~le;, ..., P~'e, linear unabhingig, denn
0= Z/JJZ'<P_16i) = P_I(Z ,uiei) S Z,uiei =0 < m; =0 V..

Somit gibt es n linear unabhéngige FEigenvektoren von A.
Umgekehrt seien z1, ..., x, linear unabhangig und A, ..., \, so, dass Ax; = \;z; fur alle
i gilt. Sei P die (Basistransformations-) Matrix, fiir welche gilt

Dann gilt fiir D := PAP~!:

Dei = PAP_lei = )\7;61‘ Vi .
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Also ist A dhnlich zur Diagonalmatrix
D =

und somit diagonalisierbar. O

=40

die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung von R? nach R?. A ist diagonalisierbar,
denn fiir
(11 4 (0 1 (10
(o) () o)
gilt A= P~ 'DP.

Die Diagonalmatrix D hat offensichtlich die Eigenwerte 1 und 2, und das sind wegen der
Ahnlichkeit auch die Eigenwerte von A.
(1,0)7 ist ein Eigenvektor von D zum Eigenwert 1, und

Beispiel: Sei

Pt (1,0)" = (0, 1)"

ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.
(0,1)T ist ein Eigenvektor von D zum Eigenwert 2, und

P10, 1) = (1,-1)"

ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 2. O

Nun wollen wir zeigen, dass eine lineare Abbildung f : V — V bzw. die zugehorige
Matrix diagonalisierbar ist genau dann, wenn fiir jeden Eigenwert die algebraische und
die geometrische Vielfachheit tibereinstimmen. Dazu brauchen wir zunachst einige Vor-
bereitung.

Satz 8.15: Sei f : V — V eine lineare Abbildung auf dem n-dimensionalen Vektorraum
V. Seien \i,..., )\, die verschiedenen Figenwerte von f, und dy,...,dy die zugehérigen
geometrischen Vielfachheiten. Dann gilt

di+ ... +dy<n. (¥

In (%) gilt die Gleichheit g.d.w. f diagonalisierbar ist.

Satz 8.16: Fiir jeden Eigenwert \ einer linearen Abbildung f : V' — V ist die algebraische
Vielfachheit mindestens so gross wie die geometrische Viellfachheit.

Satz 8.17: Sei f : V — V ecine lineare Abbildung. Die folgenden Aussagen sind
aquivalent:

(i) f ist diagonalisierbar;

(ii) fiir jeden Eigenwert \ von f ist die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen
Vielfachheit.

90



Wir haben also nun ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit einer linearen Abbildung
bzw. einer Matrix A (welche ja einer linearen Abbildung entspricht). Wie aber bestimmt
man eine invertierbare Matrix P, sodass P71 AP eine Diagonalmatrix ist?

Satz 8.18: Sei A eine diagonalisierbare n X n Matrix. Seien \1,...,\, die Eigenwerte
von A (dabei komme in dieser Liste jeder Eigenwert so oft vor, wie seine algebraische
Vielfachheit betrégt), und seien py,...,p, € K" so, dass fiir jeden Index i der Vektor
p; ein Eigenvektor zum FEigenwert \; ist, und dass die Vektoren py,...,p, iiberdies eine
Basis von K" bilden. Sei P diejenige n x n Matrix, deren i-te Spalte p; ist. Dann gilt

A1
A
PIAP = ’
An
Beispiel 8.19: Wir betrachten die Matrix
1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4

Das charakteristische Polynom von A ist
ca(N) = —(A = 4)(\+2)*.

Die Matrix A hat also den Eigenwert 4 mit algebraischer Vielfachheit 1 und den Eigenwert
-2 mit algebraischer Vielfachheit 2. So wie im Satz 8.18 seien also

)\1:4, )\2:—2, )\3:—2

Als Eigenvektoren wihlen wir (so wie im Satz 8.18 angegeben)

1 1 1
p=11], p=1{1]|, p3=1| 0
2 0 —1

Dann gilt fiir die Matrix P = (py, p2, p3)

4 0 0
P'AP = [0 =2 0
0 0 -2

Wir erreichen also die Diagonalisierung mittels einer Matrix, deren Spalten eine Basis von
C3 sind bestehend aus Eigenvektoren von A. ]

Einige Anwendungsbeispiel:

Beispiel 8.20 (Aquilibrium in einem System): Wir betrachten die Entwicklung
der Arbeitslosigkeit in einer Volkswirtschaft. Dazu nehmen wir an, dass 75% der Per-
sonen, welche am Beginn eines Jahres arbeitslos sind, im Laufe dieses Jahres Arbeit
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finden, und dass 5% der Personen, welche am Beginn eines Jahres Arbeit haben, im
Laufe dieses Jahres arbeitslos werden. Wir betrachten die Entwicklung der Arbeit-
slosenrate iiber die Jahre hinweg. Am Beginn der Studie, also am Ende des 0O-ten
Jahres, sei Ly der Anteil der Bevolkerung, welche keine Arbeit hat, und My = 1 — L
der Anteil der Bevolkerung mit Arbeit. In analoger Weise fiir die Folgejahre. Also
Li Anteil der Arbeitslosen am Ende des i-ten Jahres

M, Anteil der Arbeitenden am Ende des i-ten Jahres

Der Ubergang von einem Jahr zum néchsten driickt sich also aus als

i) = (1 2) ()
M; % % M;
U

Ausgehend von den Startwerten gilt dann fiir ein Jahr &:

Le\

M)~
1\ k 15 1
A AR - e N A
—8) _;}5201_6(15—;—2 15+ &) 16 \15 15

Le\ 1/1 1 Lo =
M, Fme 16 \15 15 ) \ Mo B

Dieses System konvergiert also unabhéngig von den Ausgangswerten Ly, My zu einem
Aquilibrium.

Wie aber sind haben wir oben die k-te Potenz der Ubergangsmatrix berechnen kénnen?
Diese Uberlegung wollen wir nun nachholen. Hat man einmal die Vermutung fiir die
Formel von U, so lisst sich die Korrektheit mittels Induktion leicht nachweisen. Wie
aber kommt man zu dieser Vermutung?

Die Eigenwerte von U sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

| GO [ =
Nl
[e=) Ne an}
~__
=
VR
=
o (e
N———

Wegen

=D

lim (
k—o0

Qo [ =
[

gilt also

1 19 3
AN=(=-"MNzm—-AN)—==0A-1)(A-1)=0.
W) = (7~ Vg~ N~ oo = (GA= DA~ 1)
Die Eigenwerte sind also A\ = % und Ay = 1. Zugehorige Eigenvektoren sind etwa v, =
(1,—=1)" und vy = (1,15)". Wegen der Bemerkung nach Satz 8.14 bewirkt also die Matrix
P = (v1,v7) eine Ahnlichkeitstranformation in eine Diagonalmatrix, ndmlich

1(15 =1\ 1 /5 1\ (1 1\_ (i 0
6\1 1) 20\15 19)\-1 15) "0 1)

. J/
-~

~
p1 U P

Somit kénnen wir fiir beliebiges & € N die k-te Potenz der Ubergangsmatrix U einfach
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berechnen:

k lOkl

= P.|>5 . P~

o= e (3 0)
a1 1\ [z 0\ (15 -1
o \-1 15/ 0 1)\1 1

_ i (1+F 1-g
6\15— 4 15+ 4/ -

Beispiel 8.21 (Fibonacci-Zahlen): Leonardo von Pisa (1175-1250), besser bekannt als
Fibonacci (Sohn des Bonaccio, filius Bonacii) betrachtete die rekursive Folge
ap=0, ag =1, und a,19 = a,y1 + a, fiir n > 0.

Mittels der Hilfsfolge (b,),>1 konnen wir das Bildungsgesetz der Fibonacci-Folge auch
schreiben als ein System von Differenzengleichungen der Form

(42 _ Ap41 + bn+1 _ 11 An+1
bry2 Apt1 1 0) \buy1/)
A

Wir bestimmen die Eigenwerte von A:
caA) =N =11,

also . 1
A=l V5), A= 5= V).

Zugehorige Eivenvektoren sind

Zu A ( 1)\), Zu Ao ( 1)\>
—Ag —A1

Mittels der Matrix P bestehend aus diesen Eigenvektoren, also

1 1 1 -\ -1
P = P—l - = 1
<—/\2 —)\1) ’ A2 — A1 ( Ay 1 ) ’
konnen wir also A diagonalisieren:
A1 0
-1 _ (M
poar= (0

Die Potenzen A™ der Matrix A sind also leicht berechenbar. Wir benutzen dazu noch den
Zusammenhang A\;\; = —1. Fiir beliebiges n € N gilt also:

o (1 LA 0 (a1
Az=A1 —)\2 —)\1 0 /\g /\2 1

_ 1 (AS”—X;“ Ay =AY )

Ao—\ n__\n n—1 __ yn—1
A Ay =AY Ay A
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Aus den Anfangswerten b; = ag = 0 und a; = 1 ergibt sich somit

n+1 n [ @1 n 1 1 )\g+l - >\711+1
(an) (b1> (0) A2 — A ( Ay = AT )
und schliesslich
1 1
ap=———(N) = \"") = —— 1+v5)" —(1—+5)").
PR WOEPY) Wg(< ) - (- v5)")

Somit haben wir eine explizite Formel fiir die Fibonacci-Folge ermittelt. ]

Beispiel 8.22 (Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten): Seien yy(t),...,y,(t) differenzierbare Funktionen von R nach R, bzw.
von C nach C". Wir schreiben diese Funktionen als Vektor

y1(t)
yit)=1 : :
yn<t)

y(t) ist also eine Funktion von R nach R", bzw. von C nach C". Die Ableitung y'(t) =

%(t) von y nach t ist komponentenweise definiert als

Yn (1)
Fiir eine gegebene Matrix A in Mat,,«,(R) bzw. in Mat,,,, (C) ist

y(t) = Ay(t) ()

ein  homogenes System linearer gewohnlicher Differentialgleichungen
(hSLGDG). Eine Losung dieses Systems ist eine differenzierbare Funktion, welche
(%) erfiilllt. Die Menge aller Losungen eines hSLGDG ist ein linearer Teilraum des
Vektorraums aller differenzierbaren Funktionen von R nach R", bzw. von C nach C".
Man kann zeigen, dass dieser Losungsraum die Dimension n hat. Eine Basis

(901(15)7 s 790n<t>)

des Losungsraumes nennt man auch ein Fundamentalsystem des hSLGDG (x). Es gilt
die folgende Beziehung:
n Losungen (p1,...,¢,) von (*) bilden ein Fundamentalsystem
<~

det(v1(to), - - -, en(te)) # 0 fiir ein .
Hat nun die Matrix A den Eigenwert A mit zugehdrigem Eigenvektor z, dann ist

p(t) = ze

eine Losung des hSLGDG (%), denn

' (t) = MwveM = Axe = Ap(t).
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Tatsédchlich gilt folgender Zusammenhang (der typischerweise in Vorlesungen zu Differen-
tialgleichungen bewiesen wird):

Satz: Besitzt die Matrix A eine Basis von Eigenvektoren w1, ..., x, zu den Eigenwerten
A, ..., \ € C, so bilden die Funktionen ¢ (t) = zpet fiir 1 < k < n ein Funamental-
system des hSLGDG ().

Konkret betrachten wir das Differentialgleichungssystem

Die Matrix A hat das charakteristische Polynom
ca(A) = A\ =3).

Der Eigenwert \; = Ay = 0 hat also die algebraische Vielfachheit 2, der Eigenwert A3 = 3
hat die algebraische Vielfachheit 1. Eigenvektoren x; zu den Eigenwerten \; sind

1 1 1
xry = 0 , Tg9 = —1 , I3 = 1
-1 0 1

Diese Eigenvektoren (zy, T9, x3) bilden offensichtlich eine Basis von R3. Wegen des obigen
Satzen erhalten wir daraus das folgende Fundamentalsystem fiir den Losungsraum:

1 1 1 1 1
901(75) = 0 |e”= 0], 902(75) =[-1]e"=|-1 ) <P3(t> =(1]e".
—1 —1 0 0 1

Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems lautet also

y1 (1) a+ b+ ce*
o) = ()| = [ —bree |
ys(t) —a + cet

wobei a, b, ¢ beliebige Konstante sind.
Solche homogenen Systeme linearer gewohnlicher Differentialgleichungen lassen sich
also vollstangig 16sen mittels Methoden der linearen Algebra.

Wir betrachten noch ein zweites konkretes Differentialgleichungssystem, namlich

(o) = G =) (i) -

Die Koeffizientenmatrix dieses Systems hat die Eigenwerte

mit den zugehorigen Eigenvektoren

2 2

—_
~
N

8

N

I
Y
N |—
+ ~
N
~.
N—



Als Fundamentalsystem fiir den Losungsraum kénnen wir also etwa wéahlen

]' it 1 —it
wxw::( .)e, @ﬂﬂ:=< .)e .
5~ 3l 5T 50

Natiirlich ist dann auch

1

(r(8), 2(8)) = (—51(8) + £2(8), 3n(0) + 302(0)

ein Fundamentalsystem, welches wir unter Verwendung der Zusammenhange

. .. 1 it —it

eit = cost+isint b cost = 2(6 +e )
) ZW.

—1t

= cost —isint sint — —71<6it_67it>

auch schreiben konnen als

sint cost
ilt) = <—l cost + %sint) ’ valt) = (l cost + %sint) '

2 2

Somit hat die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems die Gestalt

ui(t)) asint + bcost
ya(t) ) \&(sint — cost) + I(sint + cost) ) ~

wobei a, b beliebige Konstante sind.
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Das Minimalpolynom einer Matrix

Im Vektorraum Mat,, ., (/) sei fiir alle 1 <4, j < n die Matrix E;; so, dass sie iiberall
0 enthalt, ausser in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, wo der Eintrag 1 ist. Die Menge

ist offensichtlich linear unabhéngig und spannt ausserdem den ganzen Raum Mat,, ., (K)
auf. Der Vektorraum der n x n Matrizen hat also die Dimension n?. Das bedeutet auch,
dass jede Menge von n? 4+ 1 Matrizen oder mehr linear abhingig ist. Insbesondere ist fiir
eine beliebige n x n Matrix A die Menge der Potenzen

{A°=1,,A,A% ... A"} = {AF |0 <k <n}
linear abhingig, d.h. es gibt ein Polynom vom Grad n?
p(x) =ao+az + ...+ apr” € Klal,

sodass p(A) = 0. Analog gilt das natiirlich auch fiir jede lineare Abbildung f €
Homg (V, V), wobei V' ein Vektorraum der Dimension n ist; denn nach Satz 6.34 ist
Homg (V, V) = Mat,,«, (K).

Diese Schranke fiir die lineare Abhangigkeit der Potenzen einer quadratischen Matrix
kann aber deutlich verbessert werden. Es gibt némlich ein Polynom p(z) vom Grad
hochstens n, sodass p(A) = 0. Dieser Satz geht zuriick auf Cayley (Arthur Cayley, 1821—
1895) und Hamilton.

Satz 8.23 (Cayley-Hamilton): Jede quadratische Matrix A ist Nullstelle seines charak-
teristischen Polynoms, also c4(A) = 0.

Ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom p(z) heisst monisch, wenn sein
fiihrender Koeffizient, also der Koeffizient des hochsten Terms z* in p, 1 ist.

Satz 8.24: Sei k der kleinste Grad eines Polynoms, welches A als Nullstelle hat. Dann
gibt es genau ein monisches Polynom m(x) vom Grad k, also von der Form m(x) =
o+ mp_ 2+ mg.

Definition 8.25: Seit A € Mat, «,(K). Das eindeutig bestimmte monische Polynom
kleinsten Grades ma(x) mit ma(A) = 0 heisst das Minimalpolynom der Matrix A.

Satz 8.26: Ist p(x) ein Polynom mit p(A) = 0, dann teilt das Minimalpolynom m 4 (x)
das Polynom p(z).

Korollar: Das Minimalpolynom ma(z) ist ein Teiles des charakteristischen Polynoms
ca(x).

Satz 8.27: Das Minimalpolynom m(x) und das charakteristische Polynom c4(z) haben
dieselben Nullstellen in K.

Beispiel 8.28: (a) Das charakteristische Polynom der Matrix

1
A=1| 0
-1

SN O
LW = =
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ist ca(z) = (z—2)3. Sowohl A—213 als auch (A—213)? sind verschieden von der Nullmatrix.
Somit ist das charakteristische Polynom gleich dem Minimalpolynom, m(z) = ca(x).
(b) Das charakteristische Polynom der Matrix

5 —6 —6
B=|-1 4 2
3 —6 —4

ist cp(z) = (r — 1)(x — 2)?. Wegen Satz 8.27 ist das Minimalpolynom von B entweder
(x—1)(x —2) oder (z—1)(z—2)*.

Es gilt (A—1)(A —2I) =0, also ist mp(z) = (x — 1)(x — 2). m
Satz 8.29: FEine quadratische Matrix ist invertierbar genau dann, wenn der konstante

Term in ihrem charakteristischen Polynom verschieden von 0 ist.

Beispiel 8.30: Die Matrix

1
1
1
)3. Aus dem Satz von Cayley-Hamilton
sehen wir also

0=(A—1I3)° =A% - 342+ 3A — I,

und weiter
Also gilt
1 -1 0
A=A _34+3L=|0 1 -1
0 O 1
fir die inverse Matrix. |
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