1. (a) (12 Punkte) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis fiir den Vektor-
raum der durch die Spalten von A aufgespannt wird.

31 1
A=1(0 2 -1
0 2 5

Losung: A hat Rang 3 = {e1, ez, e3} ist ONB des Spaltenraums.

(b) (8 Punkte) Es sei ((3,%,2)7,(0, —%, %)T)
eines Vektorraums W. Finden Sie jenen Punkt in W, der dem Punkt
v=(9,-2,2)T am nihesten liegt.

eine Orthonormalbasis

Losung:

2 1
vw =Y (vfbi)b; == {0
i=1 4

2. (20 Punkte) Eine quadratische Form sei gegeben durch die Darstellungs-
matrix A. Berechnen Sie Rang, Index und Signatur der quadratischen
Form. Bestimmen Sie weiters die Definitheit der Matrix.

1 2 3
A=1(2 4 0
3 0 -9
Loésung:

q(z,y,2) = 2® +4y* — 92% + day + 622 = 2 + (z + 2y)? — (z — 32)?

Sylvestermatrix
1 0 0
01 0
0 0 -1
rk(q) = 3, index(q) = 2, sig(q) = 1. Indefinit.
Explizit: ¢(0,0,1) = —9 und ¢(1,1,0) = 9.
3. Sei V ein beliebiger Vektorraum iiber R und (-, -) ein inneres Produkt auf
V. Zeigen oder widerlegen Sie
(8) (14 Punkte) ¥o,w € V : |(v,w)] < S(]lol|? + [[w]?)
Losung: Ungleichung ist aquivalent zu

=([[o]? + [Jw|*) < 2{v,w) <|[[o]]* + ||wl]]”

Linke Ungleichng dquivalent zu 0 < (v+w, v+w), rechte Ungleichung
aquivalent zu 0 < (v — w,v — w).

(b) (6 Punkte) Yo,w €V : |jv—w| < |v| — |Jw]|
Losung: Unsinn: Rechte Seite kann negativ werden.



4. Gegeben ist die Matrix

-1 1 0
0 -1 0
A=1-1 0 2
-3 1 0
0 -3 0

oON = OO

N OO OO

(a) (10 Punkte) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A.

(b) (10 Punkte) Die geometrische Vielfachheit des kleineren Eigenwerts
ist 1, die des grofleren ist gleich 2. Verwenden Sie diese Information,
um eine Jordan-Normalform von A herzustellen.

Loésung:
z+1

det(zl —A) = (z—2)-

w = o+

(- 2(x+1)-

Jordan-Form von A:

5. (20 Punkte) Gegeben ist die Matrix

1 1

-1 0
A=11 1
2 0
0

-1

r+1

0
-1
r+1

1

-1

S o N O o

o= OO

-1

1

-1
-2

0

0
0

r—2

0

0

T —2

0

N OO OO

o O o oo

o O o oo

0
0
-1

T —2

0
-1
r—2

=(z+1)*(z-2)°

Es gilt A% # 0 und A3 = 0. Verwenden Sie diese Information um eine

Jordan-Basis zu A zu berechnen.

Loésung:

A zeilenreduzieren zu

QA=

S o oo
SO O ==

Q € GL5(K).

OO OO

o O o oo

o O O oo

ker(QA) =ker A = {z € K° | 21 = 23 Awg = 0}



Sei v := (1,0,1,0,0)T. Dann ist By = {v, e4,e5} eine Basis von ker A.

-1 0 1 0 O
-1 0 1 0 0
Q-A2>=QA-A=|0 00 0 0
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
QA? zeilenreduzieren zu

-1 0 1 0 0

0 0 0 0 O

QA%’=[0 0000

0O 0 0 0 O

0 0 0 0 O

ker(A?%) = ker(Q'A?) = {x € K° | #1 = z3} mit Basis By = {v, e, €5,€2}.

Augenscheinlich gilt e; & ker(A42%). Somit ist Bz = {v,e4,e5,¢e2,e1} eine
Basis von K°. Weiters gilt B; C By C Bs.

el A, Aeq A, A%e; und Ae; € ker(A2) und A2%e; € ker A

A2e; ergiinzen zu Basis von ker A: {A%ey, ey, e5}. Eine Jordan-Basis von

A ist somit
-1 1 1 0 O
0 -1 0 0 O
P = (A%, Aej,er,eqe5)=|—-1 1 0 0 0
0 2 0 10
1 0 0 0 1
und es gilt

PlAP =

OO O OO
OO OO
oo O+ O
OO O OO
OO O OO



